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۲ فصل

خطی نگاشت های و بردارها

برحسب را بردار اگر داد. تعمیم بالاتر ابعاد به به سادگی می توان را سه بعدی و دوبعدی آشنای بردارهای
تعمیمِ مستقیم ترین این گرفت. نظر در مؤلفه N با بردارهایی می توان دهیم، نمایش مؤلفه هایش

می نامیم. N-بعدی دکارتی بردارهای را بردارهایی چنین و فضاست و صفحه بردارهای
بعضی است. متناهی آن ها بعد و حقیقی اند آن ها مؤلفه های محدودند: جهت دو از دکارتی بردارهای اما
است بهتر ازاین رو شوند. گذاشته کنار محدودیت دو هر یا یکی که می کنند ایجاب فیزیک کاربردهای
ویژگی ها این و کنیم رها مؤلفه ها حقیقی بودن و مؤلفه ها تعداد به مستقیم وابستگی از را بردار مفهوم
داریم، سروکار متناهی بعدی برداری فضاهای با عمدتاً بخش این در بدانیم. بنیادی تر تعریف های پیامد را

تعمیم اند.۱ قابل نیز بی نهایت بعدی فضاهای به آن مثال های و مفاهیم از بسیاری ولی

برداری فضاهای 2.1

می کنیم. بیان را مختلط انتزاعی برداری فضای یک تعریف نخست

برداری فضای — ۱٫۱٫۲ تعریف
|x〉 ،|b〉 ،|a〉 مانند نمادهایی با که است اشیاء از مجموعه ای C میدان روی V برداری فضای یک

باشند: برقرار زیر شرایط که به طوری می نامیم، بردار را آن ها و می شوند داده نمایش غیره و

و: آن هاست جمع که دارد وجود V در |a〉+ |b〉 به نام برداری ،|a〉, |b〉 ∈ V بردار دو هر برای .۱

+〈a|؛ |b〉 = |b〉+ |a〉 (آ)
+〈a|؛ (|b〉+ |c〉) = (|a〉+ |b〉) + |c〉 (ب)

+〈a|؛ |۰〉 = |a〉 ،|a〉 هر برای که دارد وجود |۰〉 ∈ V یکتایی بردار (ج)
.|a〉+ (−|a〉) = |۰〉 که دارد وجود −|a〉 ∈ V یکتایی بردار ،|a〉 ∈ V هر برای (د)

α|a〉 ∈ V بردار ،|a〉 ∈ V بردار هر و ــ می نامیم اسکالر را آن که ــ α مختلط عدد هر برای .۲
که به گونه ای دارد، وجود

α(β|a〉)؛ = (αβ)|a〉 (آ)
.۱|a〉 = |a〉 (ب)

است: توزیع پذیر بردارها و اسکالرها ضرب .۳

است. حقیقی اعداد مجموعۀ R و مختلط اعداد مجموعۀ C اصلی، متن ۱در

۲



۲ فصل — فیزیک خطیریاضی نگاشت های و بردارها

+〈α(|a؛ |b〉) = α|a〉+ α|b〉 (آ)
.(α + β)|a〉 = α|a〉+ β|a〉 (ب)

دیراک نمادگذاری دربارۀ یادداشت
بسیار مختلط برداری فضاهای در و شد معرفی دیراک توسط ،|a〉 و 〈a| یعنی کت، و برا نمادگذاری
چنین در می شود؛ دست وپاگیر گاهی متریک و نرم مانند موضوعاتی برای بااین حال، است. سودمند

کرد. استفاده بردارها معمول نمادگذاری از می توان مباحثی

حقیقی، اعداد مجموعۀ یعنی ،R با را C تعریف، در اگر می نامیم. مختلط برداری فضای را بالا برداری فضای
می آید. به دست حقیقی برداری فضای یک کنیم، جایگزین

برداری فضاهای از مثال هایی و میدان ها 2.1.1

از مجموعه ای F میدان هستند. میدان به نام ریاضی ساختار یک از نمونه هایی مختلط و حقیقی اعداد
توزیع پذیر جمع به نسبت ضرب است؛ شده تعریف آن روی ضرب و جمع دودویی عمل دو که است اشیاء
عنصر هر و است −α جمعی معکوس دارای α ∈ F عنصر هر و همانی اند عضو دارای عمل دو هر است،

دارد. α−۱ ضربی معکوس نیز ناصفر

برداری فضای چند — ۲٫۱٫۲ مثال

است. برداری فضای یک حقیقی اعداد میدان روی R .۱

است. برداری فضای یک حقیقی اعداد میدان روی C .۲

است. برداری فضای یک مختلط اعداد میدان روی C .۳
یک ضرب زیرا نیست؛ برداری فضای V آنگاه بگیریم، C از را اسکالرها ولی باشد V = R اگر .۴

نیست. V از عضوی نتیجه در و حقیقی عددی لزوماً حقیقی، عدد یک در مختلط عدد
روی برداری فضای یک جمع، متوازی الاضلاع قانون با فضا، یا صفحه در «پیکان ها» مجموعۀ .۵

است. R
معمول جمع با آنگاه باشد، t متغیر در مختلط ضرایب با چندجمله ای ها همۀ Pc[t]مجموعۀ اگر .۶
صفر، بردار و است برداری فضای یک Pc[t] مختلط، اسکالرهای در آن ها ضرب و چندجمله ای ها

است. صفر چندجمله ای
نیز n حداکثر درجۀ با مختلط چندجمله ای های از P n

c [t] مجموعۀ ،n مثبت صحیح عدد برای .۷
است. برداری فضای

اما است، برداری فضای R روی n حداکثر درجۀ با حقیقی چندجمله ای های از P n
r [t] مجموعۀ .۸

نیست. برداری فضای C روی
اگر می دهیم. تشکیل مختلط n-تایی های همۀ از را Cn فضای .۹

|a〉 = (α۱, . . . , αn), |b〉 = (β۱, . . . , βn),

آنگاه
|a〉+ |b〉 = (α۱ + β۱, . . . , αn + βn),

η|a〉 = (ηα۱, . . . , ηαn),

۳
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|۰〉 = (۰, . . . , ۰), −|a〉 = (−α۱, . . . ,−αn).

است. n-بعدی مختلط مختصات فضای Cn بنابراین
است؛ n-بعدی، دکارتی فضای یعنی n-بعدی، حقیقی برداری فضای یک مشابه، اعمال با Rn .۱۰

نیست. مختلط برداری فضای ولی
اسکالر در ضرب و ماتریسی جمع با ،Mm×n یعنی ،m× n مختلط ماتریس های همۀ مجموعۀ .۱۱

است. صفر m× n ماتریس صفر، بردار است. برداری فضای یک مختلط
که |a〉 = {αi}∞i=۱ مختلط دنباله های از C∞ مجموعۀ .۱۲
∞∑
i=۱

|αi| < ∞

است. مختلط برداری فضای یک مؤلفه به مؤلفه، اعمال با است،
مختلط برداری فضای یک (a, b) بازۀ روی حقیقی متغیر یک پیوستۀ مختلط توابع مجموعۀ .۱۳

است.
فضای دارند، n مرتبۀ تا پیوسته مشتق های که متغیر یک حقیقی توابع از Cn(a, b) مجموعۀ .۱۴

است. حقیقی برداری
حقیقی برداری فضای دارند، تیلور بسط که (a, b) روی حقیقی توابع از C∞

ana(a, b) مجموعۀ .۱۵
است.

اسکالرها ماهیت به بلکه بردارها، ماهیت به نه تنها برداری فضای که می دهند نشان مثال ها این
است. وابسته نیز

خطی ترکیب و خطی وابستگی — ۳٫۱٫۲ تعریف
رابطه از اگر می نامیم خطی مستقل را |a۱〉, . . . , |an〉 بردارهای

n∑
i=۱

αi|ai〉 = |۰〉, αi ∈ C,

.i همۀ برای αi = ۰ که شود نتیجه
عبارت

n∑
i=۱

αi|ai〉

می نامیم. {|ai〉}ni=۱ مجموعۀ از خطی ترکیب یک را

زیرین فضاهای 2.1.2

در V از زیرمجموعه ای به عنوان را آن بردارهای از W مجموعه ای می توان باشد، برداری فضای یک V اگر
باشد. بسته خطی ترکیب به نسبت W که نمی کند تضمین بودن زیرمجموعه صرفِ اما گرفت. نظر

۴
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زیرین فضای — ۴٫۱٫۲ تعریف
|a〉, |b〉 ∈ هر برای هرگاه می نامیم V زیرین فضای را V برداری فضای از W ناتهی زیرمجموعۀ یک

باشیم داشته α, β ∈ C هر و W
α|a〉+ β|b〉 ∈ W.

زیرین فضای یک نیز زیرین فضای دو اشتراک همچنین است. برداری فضای یک خود زیرین فضای هر
است.

زیرین فضاهای از نمونه هایی — ۵٫۱٫۲ مثال

باشند. حقیقی اسکالرها وقتی C از زیر فضایی حقیقی، اعداد فضای •
نیست. مختلط اسکالرهای روی C از زیر فضایی R •

یا صفحه پیکان های فضای از زیر فضایی می گذرد، مبدأ از که خطی یک در واقع بردارهای همۀ •
هستند. فضا

است. Pc[t] از زیر فضایی P n
c [t] •

Cn از زیر فضایی Cn−۱ است، صفر آخرشان مؤلفۀ که n-تایی بردارهای با Cn−۱ شناسایی با •
راه همین از Cn از زیر فضایی به می توان را Cm فضای ،m < n برای کلی به طور می شود؛

کرد. شناسایی
m×n ماتریسی با را r× s ماتریس اگر است، s ≤ n و r ≤ m برای Mm×n از زیر فضایی Mr×s •

کنیم. شناسایی صفرند آن اضافی ستون های و سطرها که
است. m < n برای P n

c [t] از زیر فضایی Pm
c [t] •

برداری اند. فضای R روی فقط فضاها این دوی هر است. m < n برای P n
r [t] از زیر فضایی Pm

r [t] •
R۳ اقلیدسی فضای از زیر فضایی R۲ صفحۀ بنابراین است. m < n برای Rn از زیر فضایی Rm •

است. دو هر از زیر فضایی نیز R۱ ' R و است
جمع باشند، R۲ در y محور W و x محور U اگر مثلاً نیست. زیر فضا عموماً زیر فضا دو اجتماع •

ندارد. قرار محور دو آن از هیچ یک روی عموماً W از دیگری و U از یکی بردار دو

خطی پوش — ۶٫۱٫۲ قضیه
خطی ترکیب های همۀ مجموعۀ باشد، V برداری فضای یک بردارهای از ناتهی مجموعۀ هر S اگر

با و می نامیم S خطی پوش را زیرین فضای این است. V از زیرین فضای یک S بردارهای

Span{S}

می پوشاند. را فضا این S می گوییم می دهیم. نشان

بعد و پایه — ۷٫۱٫۲ تعریف
می شود. نامیده V پایۀ می پوشاند، را V فضای کل که خطی مستقل بردارهای از B مجموعۀ
است. بی نهایت بعد صورت این غیر در و متناهی بعد باشد، متناهی پایۀ دارای که برداری ای فضای

۵
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۸٫۱٫۲ قضیه
دارند. بردار یکسانی تعداد متناهی بعد برداری فضای یک پایه های تمام

برداری فضای بعد — ۹٫۱٫۲ تعریف
تأکید برای می دهیم. نشان dimV با و می نامیم آن بعد را V برداری فضای پایۀ یک عناصر تعداد
با گاهی را N-بعدی فضای می روند. به کار نیز dimR V و dimC V نمادهای اسکالرها، میدان بر

می دهیم. نشان VN

{αi} یکتایی اسکالرهای |a〉 ∈ V بردار هر برای باشد، B = {|ai〉}Ni=۱ پایۀ با N-بعدی فضای یک V اگر
که به طوری دارند وجود

|a〉 =
N∑
i=۱

αi|ai〉.

می نامیم. B پایۀ در بردار مؤلفه های را اسکالرها این

متداول پایه های — ۱۰٫۱٫۲ مثال

است. یک بعدی R بنابراین است؛ R پایۀ ناصفر) حقیقی عدد هر (یا ۱ عدد •
.dimR C = ۲ بنابراین هستند؛ R روی برداری فضای به عنوان C پایۀ i = √

−۱ و ۱ اعداد •
اسکالر، میدان تغییر .dimC C = ۱ پس است؛ C روی C پایۀ ناصفر) مختلط عدد هر (یا ۱ عدد •

همان اند. بردارها خود هرچند است، داده تغییر را بعد
است. سه بعدی فضا پس هستند، فضا پایۀ êx, êy, êz یکۀ بردار سه •

بی نهایت بعدی فضا این بنابراین ساخت؛ ۱, t, t۲, . . . تک جمله ای های با می توان را Pc[t] پایۀ •
است.

از است عبارت Cn استاندارد پایۀ •

ê۱ = (۱, ۰, . . . , ۰), . . . , ên = (۰, . . . , ۰, ۱).

درایه ها دیگر در و ۱ برابر (i, j) درایۀ در فقط که می شود تشکیل Eij ماتریس های از Mm×n پایۀ •
صفرند.

.dimP n
c [t] = n+ ۱ نتیجه در هستند؛ P n

c [t] پایۀ ۱, t, t۲, . . . , tn چندجمله ای های •
.dimRn = n و است Rn پایۀ همچنین Cn استاندارد پایۀ •

زیرا می سازند؛ C∞
ana(a, b) فضای برای پایه ای ۱, x, x۲, . . . تک جمله ای های باشد، a < ۰ < b اگر •

فضا این بنابراین است. توانی بسط دارای x = ۰ حول تیلور، قضیۀ حکم به فضا، این تابع هر
است. بی نهایت بعدی

۱٫۱٫۲ یادداشت
زیر فضای یک ،m < n برای پایه، این از بردار m هر پوش باشد، V فضای پایۀ B = {|ai〉}ni=۱ اگر

است. V از m-بعدی

۶
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خارج قسمتی فضای 2.1.3

می گوییم باشند، |a〉, |b〉 ∈ V اگر می کنیم: تعریف رابطه ای V روی باشد. V از زیر فضایی W کنید فرض
است. هم ارزی رابطۀ یک رابطه این .|a〉 − |b〉 ∈ W هرگاه |a〉 ∼ |b〉 می نویسیم و هم ارزند |b〉 و |a〉

می دهیم. نمایش V/W با را کلاس ها این همۀ مجموعۀ و می دهیم نشان [a] با را |a〉 هم ارزی کلاس
شکل به را اسکالر ضرب و جمع

α[a] + β[b] = [αa+ βb] (۱ .۲)

اگر باشد. کلاس نمایندۀ انتخاب از مستقل تعریف این که کنیم حاصل اطمینان باید می کنیم. تعریف
آنگاه ،[b′] = [b] و [a′] = [a]

a′ = a+ w۱, b′ = b+ w۲, w۱, w۲ ∈ W,

بنابراین و
(αa′ + βb′)− (αa+ βb) = αw۱ + βw۲ ∈ W.

است. درست بالا تعریف پس
روابط نمادگذاری این در می نویسیم. نیز a+W صورت به را [a] گاهی

w +W = W, W +W = W, αW = W, αW + βW = W

اسکالرند. ضرب و جمع تحت W بسته بودن همان بیان کنندۀ
است. V/W پایۀ {[bj]} آنگاه دهیم، گسترش V برای {|ai〉, |bj〉} پایۀ به را آن و باشد W پایۀ {|ai〉} اگر

صورت به می توان را [a] ∈ V/W هر واقع در

[a] =
∑
j

κj[bj]

ضرایب همۀ می دهد نشان V پایۀ بودن خطی مستقل باشد، صفر [bj] از خطی ترکیب یک اگر و نوشت
ازاین رو صفرند.

dim(V/W ) = dim V − dimW. (۲ .۲)

مستقیم جمع 2.1.4

R۳ در ذره یک حرکت مثال، برای کنیم. تجزیه ویژه ای زیر فضاهای به را برداری فضای است مفید گاهی
تجزیه آن بر عمود صفحۀ در واقع مؤلفۀ و زاویه ای تکانۀ موازی مؤلفۀ به می توان را مرکزی نیروی اثر تحت

کرد.
بتوان که است V بردارهای مجموعۀ U +W باشند، V از زیر فضا دو U,W اگر زیر فضا. دو جمع تعریف

است. زیر فضا یک مجموعه این نوشت. W از بردار یک و U از بردار یک جمع صورت به را آن ها

۱۱٫۱٫۲ مثال

(x, y, z) هر برای .U +W = R۳ آنگاه باشند. R۳ در yz صفحۀ W و xy صفحۀ U کنید فرض
نوشت می توان

(x, y, z) = (x, ۱
۲y, ۰) + (۰, ۱

۲y, z),

۷
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نمونه برای نیست؛ یکتا تجزیه این اما

(x, y, z) = (x, ۱
۳y, ۰) + (۰, ۲

۳y, z)

است. ممکن نیز

مستقیم جمع — ۱۲٫۱٫۲ تعریف
و باشند V زیر فضاهای W و U اگر

V = U +W, U ∩W = {۰},

می نویسیم و است W و U مستقیم جمع V می گوییم

V = U ⊕W.

مستقیم جمع در تجزیه یکتایی — ۱۳٫۱٫۲ گزاره
آنگاه باشد، V = U +W اگر

V = U ⊕W

«W از بردار یک به علاوۀ U از بردار «یک یکتای به صورت بتوان را V ناصفر بردار هر اگر تنها و اگر
نوشت.

و V = U ⊕W اگر اثبات.
|v〉 = |u〉+ |w〉 = |u′〉+ |w′〉,

آنگاه
|u〉 − |u′〉 = |w′〉 − |w〉.

در است. صفر بنابراین و دارد قرار U ∩W در بردار این پس است؛ W در راست طرف و U در چپ طرف
.|w〉 = |w′〉 و |u〉 = |u′〉 نتیجه

نوشت: مختلف صورت دو به را |a〉 می توان آنگاه ،|a〉 ∈ U ∩W و باشد یکتا بردار هر نمایش اگر برعکس،
|a〉 = ۱

۳ |a〉+
۲
۳ |a〉 =

۱
۴ |a〉+

۳
۴ |a〉,

.|a〉 = ۰ که است برقرار صورتی در فقط یکتایی هستند. W و U در به ترتیب دوم، و نخست بخش های که
است. مستقیم جمع، بنابراین و U ∩W = {۰} پس

زیر فضا چند مستقیم جمع — ۱۴٫۱٫۲ تعریف
که به طوری باشند V زیر فضاهای {Ui}ri=۱ اگر

V = U۱ + · · ·+ Ur, Ui ∩ Uj = {۰} (i 6= j),

می نویسیم و زیر فضاهاست این مستقیم جمع V می گوییم

V = U۱ ⊕ · · · ⊕ Ur =
r⊕
i=۱

Ui.

رابطۀ باشند، ناصفر بردارهای |ui〉 ∈ Ui و باشد W = U۱ ⊕ · · · ⊕ Us اگر
α۱|u۱〉+ · · ·+ αs|us〉 = ۰ (۳ .۲)

۸
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می آیند مختلف زیر فضاهای از که بردارهایی بنابراین باشند. αi = ۰ همۀ که است آن مستلزم نهایتاً
خطی اند. مستقل

۱۵٫۱٫۲ گزاره
خطی اند. مستقل ۱۴٫۱٫۲ تعریف در متفاوت زیر فضاهای به متعلق بردارهای

۱۶٫۱٫۲ گزاره
که به گونه ای دارد وجود W زیر فضایی باشد، V از زیر فضایی U اگر

V = U ⊕W.

بگیرید. افزوده شده بردارهای پوش را W و دهید گسترش V پایۀ یک به را U پایۀ یک اثبات.

۱۷٫۱٫۲ مثال

باشند، R۳ در z محور W و xy صفحۀ U اگر

(x, y, z) = (x, y, ۰) + (۰, ۰, z),

بنابراین است. یکتا تجزیه این و
R۳ = U ⊕W.

مستقیم جمع بعد — ۱۸٫۱٫۲ گزاره
آنگاه باشد، V = U ⊕W اگر

dimV = dimU + dimW.

اعمال و می گیریم نظر در را آن ها دکارتی حاصل ضرب باشند، C یا R روی برداری فضای دو V و U اگر اکنون

α(|u〉, |v〉) = (α|u〉, α|v〉),

(|u۱〉, |v۱〉) + (|u۲〉, |v۲〉) = (|u۱〉+ |u۲〉, |v۱〉+ |v۲〉) (۴ .۲)

شناسایی با و است برداری فضای یک حاصل فضای صفر، بردار به عنوان (|۰〉U , |۰〉V ) با می کنیم. تعریف را

U = {(|u〉, |۰〉V )}, V = {(|۰〉U , |v〉)},

می شوند. تبدیل مستقیم جمع زیر فضاهای به فضا دو این

۱۹٫۱٫۲ گزاره
دو طبیعی شناسایی با و، است برداری فضای یک بالا اعمال با W = U × V دکارتی حاصل ضرب

فضا،
W = U ⊕ V.

بردارهای از مستقیم جمع پایۀ باشند، V پایۀ {|bj〉}Nj=۱ و U پایۀ {|ai〉}Mi=۱ اگر

|ck〉 =

(|ak〉, |۰〉V ), ۱ ≤ k ≤ M,

(|۰〉U , |bk−M〉), M + ۱ ≤ k ≤ M +N
(۵ .۲)
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پس می شود. تشکیل
dim(U ⊕ V ) = M +N.

۲۰٫۱٫۲ قضیه
پایۀ یک (۵٫۲) رابطۀ در تعریف شده بردارهای باشند، V پایۀ {|bj〉}Nj=۱ و U پایۀ {|ai〉}Mi=۱ اگر

نتیجه در می سازند. W = U ⊕ V

dimW = M +N.

برداری فضاهای تانسوری حاصل ضرب 2.1.5

مهم روش است. دیگر فضای دو از جدید برداری فضای ساخت روش های از یکی تنها مستقیم جمع
قواعد U × V دکارتی حاصل ضرب روی است. تانسوری حاصل ضرب دیگری،

α(|u〉, |v〉) = (α|u〉, |v〉) = (|u〉, α|v〉),

U ⊗ V به موسوم فضایی به را U × V قواعد این می کنیم. تحمیل را ورودی هر به نسبت خطی بودن و
می کنند. تبدیل

اگر می شوند. نوشته (|uv〉 گاهی (و |u〉 ⊗ |v〉 شکل به فضا این بردارهای

|u〉 =
M∑
i=۱

αi|ai〉, |v〉 =
N∑
j=۱

βj|bj〉,

آنگاه
|u〉 ⊗ |v〉 =

M∑
i=۱

N∑
j=۱

αiβj|ai〉 ⊗ |bj〉.

و است U ⊗ V پایۀ {|ai〉 ⊗ |bj〉} پس

dim(U ⊗ V ) = dimU dimV.

همچنین
|۰〉U ⊗ |v〉 = ۰, |u〉 ⊗ |۰〉V = ۰.

داخلی ضرب 2.2

یکی است. ساختار فاقد و کلی حد از بیش فیزیکی کاربردهای از بسیاری برای به تنهایی برداری فضای یک
است. داخلی ضرب افزود، آن بر می توان که ساختارهایی مهم ترین از

عدد یک بردار جفت هر به که دانست نگاشتی می توان را b و a بردار دو نقطه ای ضرب فضا، و صفحه در
را مفهوم این بخواهیم اگر داراست. را مثبت بودن و خطی بودن تقارن، خواص و می دهد نسبت حقیقی
بردار برای زیرا می انجامد، تناقض به ورودی دو هر در همزمان خطی بودن دهیم، تعمیم مختلط فضای به

داریم a ناصفر

g(ia, ia) = i۲g(a, a) = −g(a, a), (۷ .۲)

خطی مزدوج مختلط به نسبت را آرگومان ها از یکی که است این راه حل باشد. مثبت باید طول درحالی که
کنیم.
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صورت این در باشد. خطی دوم آرگومان و مزدوج خطی اول آرگومان می بریم: به کار را زیر قرارداد ما

g(α|a〉+ β|b〉, |c〉) = α∗g(|a〉, |c〉) + β∗g(|b〉, |c〉),

شکل به تقارن و
g(|a〉, |b〉) = g(|b〉, |a〉)∗

درمی آید.
داخلی ضرب — ۱٫۲٫۲ تعریف

که: است 〈a|b〉 ∈ C مختلط عددی |a〉, |b〉 ∈ V بردار دو داخلی ضرب

〈a|b〉؛ = 〈b|a〉∗ .۱
+〈a|(κ|b〉؛ χ|c〉) = κ〈a|b〉+ χ〈a|c〉 .۲

.|a〉 = ۰ اگر تنها و اگر 〈a|a〉 = ۰ و 〈a|a〉 ≥ ۰ .۳

می نامیم. بودن مثبت معین را سوم شرط

داخلی ضرب کلی تر حالت های در و اقلیدسی داخلی ضرب گاهی را مثبت معین حقیقی داخلی ضرب
دوخطی مختلط فضای در داخلی ضرب این دارد، وجود مزدوج گیری که آنجا از می نامیم. شبه اقلیدسی

است. (sesquilinear) نیمه خطی یا هرفیتی بلکه نیست، واقعی
داریم کت در خطی ترکیب یک برای

〈a|(κ|b〉+ χ|c〉) = κ〈a|b〉+ χ〈a|c〉, (۸ .۲)

می شوند: مزدوج ضرایب برا، در درحالی که

(κ〈b|+ χ〈c|)|a〉 = κ∗〈b|a〉+ χ∗〈c|a〉. (۹ .۲)

دارد. نام داخلی ضرب فضای باشد، شده تعریف داخلی ضرب آن روی که فضایی

مهم داخلی ضرب چند — ۳٫۲٫۲ مثال

طبیعی: داخلی ضرب ،|b〉 = (β۱, . . . , βn) ∈ Cn و |a〉 = (α۱, . . . , αn) برای •

〈a|b〉 =
n∑
i=۱

α∗
iβi.

می رود. به کار مختلط مزدوج گیری بدون تعریف همین Rn در •
مختلط، دنباله های برای •

〈a|b〉 =
∞∑
i=۱

α∗
iβi,

همگرایی. به شرط
آنگاه باشد، (a, b) روی مثبت و پیوسته حقیقی، وزن تابع w(t) و باشند x(t), y(t) ∈ Pc[t] اگر •

〈x|y〉 =
∫ b

a

w(t)x∗(t)y(t) dt. (۱۰ .۲)
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نیز پیوسته مختلط توابع برای •

〈f |g〉 =
∫ b

a

w(x)f ∗(x)g(x) dx

وزن. تابع مثبت بودن بر مشروط است، استاندارد داخلی ضرب یک

بودن متعامد 2.2.1

ضرب فضای در مفهوم این می شوند. بیان هم بر عمود یکۀ بردارهای با اغلب تحلیلی هندسۀ بردارهای
است. بنیادی نیز داخلی

متعامدهنجار و متعامد — ۴٫۲٫۲ تعریف
اگر می نامیم متعامد را |a〉, |b〉 بردار دو

〈a|b〉 = ۰.

که است برداری ،|e〉 یکه، یا نرمال شده بردار

〈e|e〉 = ۱.

اگر می نامیم متعامدهنجار را B = {|ei〉}Ni=۱ پایۀ

〈ei|ej〉 = δij =

{
۱ i = j,

۰ i 6= j.
(۱۱ .۲)

می نامیم. کرونکر دلتا را δij

مستقیم جمع روی داخلی ضرب — ۵٫۲٫۲ مثال

کرد تعریف می توان باشد، |wi〉 = (|ui〉, |vi〉) و W = U ⊕ V اگر

〈w۱|w۲〉 = 〈u۱|u۲〉+ 〈v۱|v۲〉. (۱۲ .۲)

است. عمود V از بردار هر بر U از بردار هر صورت این در

متعامدهنجار پایه های — ۶٫۲٫۲ مثال

،w(x) = ۱ با (۰, ۲π) روی توابع فضای در همچنین است. متعامدهنجار Cn یا Rn استاندارد پایۀ
توابع

ek(x) =
eikx√

۲π
زیرا متعامدهنجارند،

〈ek|ek〉 = ۱, 〈el|ek〉 = ۰ (l 6= k).
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.〈el|ek〉 = δlk بنابراین

گرام–اشمیت فرایند 2.2.2

را فرایند این کرد. تبدیل متعامدهنجار پایۀ یک به مناسب خطی ترکیب های گرفتن با می توان را پایه هر
می نامیم. گرام–اشمیت متعامدهنجارکردن

نخست باشد، پایه یک B = {|ai〉}Ni=۱ اگر

|e۱〉 =
|a۱〉√
〈a۱|a۱〉

.

می کنیم: حذف را |e۱〉 راستای در |a۲〉 مؤلفۀ سپس

|e′۲〉 = |a۲〉 − |e۱〉〈e۱|a۲〉, |e۲〉 =
|e′۲〉√
〈e′۲|e′۲〉

.

سوم، بردار برای
|e′۳〉 = |a۳〉 − |e۱〉〈e۱|a۳〉 − |e۲〉〈e۲|a۳〉.

داریم باشیم، ساخته متعامدهنجار بردار m اگر کلی حالت در است. عمود |e۲〉 و |e۱〉 دو هر بر بردار این

|e′m+۱〉 = |am+۱〉 −
m∑
i=۱

|ei〉〈ei|am+۱〉,

|em+۱〉 =
|e′m+۱〉√

〈e′m+۱|e′m+۱〉
. (۱۳ .۲)

x

y

a۱

a۲

e′۲

حذف تصویر a۲ روی e۱

گرام–اشمیت فرایند مفهومی تصویر
قبلی متعامدهنجار بردارهای راستای در که را مؤلفه هایی تمام بعدی، بردار از است: ساده ایده
جهت یک گام، هر در بنابراین می کنیم. نرمال را باقی مانده بردار سپس می کنیم؛ حذف دارند قرار

می شود. تولید قبلی جهت های همۀ بر عمود و جدید کاملاً
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(۱۹۵۹ –۱۸۷۶) اشمیت اِرهارد — تاریخی یادداشت

و انتگرالی معادلات او اصلی علاقۀ و گرفت هیلبرت داوید نظر زیر را خود دکترای اشمیت ارِهارد
که فرایندی است؛ شده ماندگار گرام–اشمیت متعامدسازی فرایند در او نام بود. هیلبرت فضاهای
پیش تر بسیار ایده این از ویژه نمونه ای هرچند می کند، تبدیل متعامدهنجار پایه ای به را پایه یک

می شد. دیده لاپلاس کار در نیز اشمیت و گرام از
از و کرد کار مجهول بی نهایت و معادله بی نهایت با دستگاه هایی روی ۱۹۰۸ سال در اشمیت
هندسۀ به سرانجام مسیر این شدند. پدیدار تابعی فضاهای برای جدیدی هندسی ایده های آنجا
جمع پذیری شرط و می دید فوریه ضرایب طریق از را توابع هیلبرت انجامید. هیلبرت فضاهای
و مربع پذیرانتگرال توابع میان یک به یک تناظر فیشر و ریس می گرفت. نظر در را ضرایب مربعات
نشان فرشه و اشمیت ،۱۹۰۷ سال در دادند. نشان را فوریه ضرایب مربعی جمع پذیر دنباله های
بدانیم، بی نهایت بعدی فضای یک نقاط مختصات را مربعی جمع پذیر دنباله های اگر که دادند
امروزه که چیزی دید؛ اقلیدسی فضای از بی نهایت بعدی تعمیم یک نقاط همچون را توابع می توان

می نامیم. هیلبرت فضای را آن

شوارتس نابرابری 2.2.3

در و است معتبر نامتناهی و متناهی ابعاد همۀ در داخلی ضرب فضاهای نامساوی های مهم ترین از یکی
نمی کند. تجاوز یک از بردار دو میان زاویۀ کسینوس که است متناظر هندسی واقعیت این با بعد سه و دو

شوارتس نابرابری — ۷٫۲٫۲ قضیه
داخلی، ضرب فضای یک در |a〉, |b〉 بردار دو هر برای

〈a|a〉 〈b|b〉 ≥ |〈a|b〉|۲.

باشند. متناسب بردار دو که است برقرار زمانی تساوی

بردار اثبات.
|c〉 = |b〉 − 〈a|b〉

〈a|a〉
|a〉

و 〈a|c〉 = ۰ داریم بگیرید. نظر در را

|b〉 = 〈a|b〉
〈a|a〉

|a〉+ |c〉.

پس
〈b|b〉 = |〈a|b〉|۲

〈a|a〉
+ 〈c|c〉 ≥ |〈a|b〉|۲

〈a|a〉
,

بنابراین و
〈a|a〉 〈b|b〉 ≥ |〈a|b〉|۲.

□ باشند. متناسب |b〉 و |a〉 نتیجه در و |c〉 = ۰ که می دهد رخ وقتی فقط تساوی
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(۱۹۲۱ –۱۸۴۳) شوارتس آمادئوس هرمان کارل — تاریخی یادداشت

است لهستان از بخشی امروزه که سرزمینی در معمار، یک فرزند شوارتس، آمادئوس هرمان کارل
در و آورد روی ریاضیات به سپس و خواند شیمی مدتی مقدماتی تحصیل از پس او آمد. دنیا به
زوریخ، هاله، در بعدها و پذیرفت اثر وایراشتراس و کومر از به شدت او گرفت. دکترا ۱۸۶۴ سال

کرد. فعالیت برلین سرانجام و گوتینگن
را ریمان نتایج برخی او می کرد. استفاده تحلیل در آن از و بود هندسه علاقه اش مورد ابزار شوارتس
شوارتس لم همدیس، نگاشت مسائل در و کرد اثبات قطعی به طور بودند اختلاف محل پیش تر که
چندگانه انتگرال های در دوم تغییرات کمینه، سطوح دربارۀ همچنین داشت. نقش بازتاب اصل و

کرد. کار دیفرانسیل معادلات برخی ویژۀ مقدار کوچک ترین و
محل داوطلبانۀ آتش نشانی فرماندهی جمله از داشت؛ هم عملی علایق شوارتس ریاضیات، کنار در

قطارها. درِ بستن در راه آهن ایستگاه مسئول به کمک و

بردار نرم یا طول 2.2.4

بردار نرم — ۸٫۲٫۲ تعریف
می کنیم تعریف و می دهیم نشان ‖a‖ با را |a〉 بردار طول یا نرم داخلی، ضرب فضای در

‖a‖ =
√

〈a|a〉.

است: زیر خواص دارای نرم

‖۰‖؛ = ۰ .۱
a؛ = ۰ اگر تنها و اگر ‖a‖ = ۰ و ‖a‖ ≥ ۰ .۲

‖αa‖؛ = |α| ‖a‖ .۳
است. مثلثی نابرابری همان که ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖ .۴

را آن به مجهز فضای و است نرم یک باشد، داشته را ویژگی چهار این که برداری فضای روی تابعی هر
نرم دار فضای هر در نداریم؛ برداری فضای به نیازی حتی فاصله، تعریف برای می نامیم. نرم دار خطی فضای

می توان
d(a, b) = ‖a− b‖

متریک فضای یک مناسب فاصلۀ تعریف با کره سطح مثلاً دیگر، سوی از کرد. تعریف فاصله به عنوان را
نیست. برداری فضای بنابراین و ندارد وجود طبیعی برداری جمع آن نقاط روی ولی است

اگر بااین حال نیست. درست لزوماً آن عکس اما است، نرم دار فضای خودبه خود داخلی ضرب فضای هر
یعنی کند، پیروی متوازی الاضلاع قانون از نرم

‖a+ b‖۲ + ‖a− b‖۲ = ۲ ‖a‖۲ + ۲ ‖b‖۲ , (۱۴ .۲)
به صورت را داخلی ضرب می توان

〈a|b〉 = ۱
۴
[
‖a+ b‖۲ − ‖a− b‖۲ − i

(
‖a+ ib‖۲ − ‖a− ib‖۲

)]
(۱۵ .۲)

کرد. بازیابی
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۹٫۲٫۲ قضیه
متوازی الاضلاع قانون از آن نرم اگر تنها و اگر است داخلی ضرب فضای نرم دار، خطی فضای یک

کند. پیروی

باشند، {αi} پایه این در |a〉 مؤلفه های اگر و کنید انتخاب {|ai〉} پایه یک ،V N-بعدی فضای هر برای
تعریف

‖a‖۲ =
N∑
i=۱

|αi|۲

می کند. ارضا را متوازی الاضلاع قانون که می دهد نرم یک

۱۰٫۲٫۲ قضیه
کرد. تبدیل داخلی ضرب فضای یک به می توان را متناهی بعد برداری فضای هر

Cn در مختلف فاصلۀ چند — ۱۱٫۲٫۲ مثال

طبیعی نرم ،|a〉 = (α۱, . . . , αn) برای

‖a‖۲ =

√√√√ n∑
i=۱

|αi|۲

متناظر فاصلۀ و

d۲(a, b) =

√√√√ n∑
i=۱

|αi − βi|۲

مانند دارند، وجود نیز دیگری نرم های اما است.

‖a‖۱ =
n∑
i=۱

|αi|,

کلی حالت در و

‖a‖p =

(
n∑
i=۱

|αi|p
)۱/p

, p ∈ N,

آن متناظر فاصلۀ که

dp(a, b) =

(
n∑
i=۱

|αi − βi|p
)۱/p

هستند. بالا نرم دو همان p = ۱ و p = ۲ حالت های است.

خطی نگاشت های 2.3

این وسیلۀ کنیم. منتقل دیگر فضای به برداری فضای یک از را فضایی ساختارهای می خواهیم اکنون
است. خطی تبدیل یا خطی نگاشت انتقال،
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داریم: نگاشت از نمونه هایی رسمی، تعریف از پیش

f : R → R, f(x) = x۲,

g : R۲ → R, g(x, y) = x۲ + y۲ − ۴,
F : R۲ → C, F (x, y) = U(x, y) + iV (x, y),

T : R → R۲, T (t) = (t+ ۳, ۲t− ۵).
شود: دیده R۳ به [a, b] زمان بازۀ از نگاشتی به صورت می تواند نیز فضا در ذره یک حرکت

M(t) = (x(t), y(t), z(t)).

نیست: برابر تصاویر خطی ترکیب با خطی ترکیب تصویر معمولاً F : V → W عمومی نگاشت یک در

F (α|a〉+ β|b〉) 6= αF (|a〉) + βF (|b〉).

خطی نگاشت — ۲٫۳٫۲ تعریف
هرگاه است خطی مشترک میدان یک روی برداری فضاهای از T : V → W نگاشت

T (α|a〉+ β|b〉) = αT |a〉+ βT |b〉

باشد. برقرار α, β اسکالرهای و |a〉, |b〉 ∈ V همۀ برای
می نامیم. خطی عملگر یا اندومورفیسم را آن باشد، T : V → V اگر

برداری فضای یک مجموعه این خود و می دهیم نشان L(V,W ) با را V → W خطی نگاشت های مجموعۀ
و می فرستد W صفر بردار به را V بردار هر صفر نگاشت است.

(T + U)|a〉 = T |a〉+ U |a〉, (αT )|a〉 = α(T |a〉).

می کنیم. استفاده End(V ) یا L(V ) از اندومورفیسم ها برای

هم متریک نگاشت — ۴٫۳٫۲ تعریف
هرگاه می نامیم هم متریک را T : V → U خطی نگاشت باشند، داخلی ضرب فضاهای U و V اگر

〈Ta|Tb〉 = 〈a|b〉

اختصار به یا خطی هم متریک یک T باشد، U = V اگر باشد. برقرار |a〉, |b〉 ∈ V همۀ برای
نیز متعامد عملگر حقیقی فضای در و واحدی عملگر را آن مختلط فضای در است. هم متری یک

می نامند.

خطی عملگر چند — ۵٫۳٫۲ مثال

اگر است. T |x〉 = α|x〉 صورت به خطی اندومورفیسم هر ،V = C مثلاً یک بعدی، فضای در .۱
است. T |x〉 = ±|x〉 فقط هم متریک یک ،R در .|α|۲ = ۱ باشد، هم متریک T

آنگاه ،|x〉 = (η۱, . . . , ηn) و باشد {۱, ۲, . . . , n} از جایگشت یک π اگر .۲
Aπ|x〉 = (ηπ(۱), . . . , ηπ(n))

است. خطی عملگر یک
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به صورت D مشتق عملگر ،x(t) =∑n
k=۰ Θkt

k برای .۳

Dx(t) =
n∑

k=۱
kΘkt

k−۱

است. خطی و می شود تعریف
:S انتگرال عملگر .۴

Sx(t) =
n∑

k=۰

Θk

k + ۱t
k+۱

است. خطی
ضرب عمل است. خطی G آنگاه است، مناسب و ثابت تابعی g که باشد، Gf = g(t)f(t) اگر .۵

است. خطی عملگر یک نیز t در

بنیادی نکتۀ
کنند. عمل یکسان V پایۀ یک بردارهای روی اگر تنها و اگر برابرند T, U : V → W خطی تبدیل دو

می شود. تعیین پایه یک روی اثرش با کاملاً خطی نگاشت یک نتیجه، در

۷٫۳٫۲ قضیه
اگر تنها و اگر T = ۰ آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک از اندومورفیسمی T اگر

〈b|T |a〉 = ۰

باشد. برقرار |a〉, |b〉 همۀ برای

۸٫۳٫۲ قضیه
اگر تنها و اگر است صفر داخلی ضرب فضای یک روی T خطی عملگر

〈a|T |a〉 = ۰

باشد. برقرار |a〉 همۀ برای

می شود: استفاده قطبی شدن همانی از دوم قضیۀ اثبات در

Θ∗κ〈a|T |b〉+Θκ∗〈b|T |a〉 = 〈Θa+ κb|T |Θa+ κb〉 − |Θ|۲〈a|T |a〉 − |κ|۲〈b|T |b〉.

می شود. نتیجه ماتریسی عناصر همۀ بودن صفر رابطه این از مناسب، Θ, κ انتخاب با
که داد نشان یا کرد مقایسه دلخواه بردار یک روی را آن ها می توان نیز عملگر دو برابری نشان دادن برای

است. صفر عملگر تفاضلشان

خطی نگاشت یک هستۀ 2.3.1

دیگری بردارهای است ممکن می شود. نگاشته صفر بردار به صفر بردار که می شود نتیجه فوراً خطی بودن از
شوند. نگاشت صفر به نیز
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هسته — ۹٫۳٫۲ قضیه
V از زیر فضا یک می شوند، نگاشته W صفر به T : V → W تحت که V بردارهای تمام مجموعۀ

با و است پوچ فضای یا هسته نام به
kerT

می شود. داده نشان

می نامیم. nullity یا پوچی را kerT بعد

رتبه و برد — ۱۰٫۳٫۲ قضیه
می نامیم. T رتبۀ را T (V ) بعد است. W از زیر فضا یک T (V ) دامنۀ یا برد

۱۱٫۳٫۲ قضیه
باشد. صفر بردار فقط آن هستۀ اگر تنها و اگر است (تزریقی) یک به یک خطی تبدیل یک

آنگاه ،T |a۱〉 = T |a۲〉 اگر اثبات.
T (|a۱〉 − |a۲〉) = ۰.

□ .|a۱〉 = |a۲〉 باشد، صفر هسته اگر

۱۲٫۳٫۲ قضیه
است. تزریقی هم متریک، خطی نگاشت یک

بعد قضیۀ — ۱۳٫۳٫۲ قضیه
متناهی بعد، فضای در T : V → W خطی نگاشت برای

dimV = dimkerT + dimT (V ).

خودبه خود باشد، پوشا یا تزریقی اگر متناهی بعدی فضای در اندومورفیسم یک که است این آن نتایج از یکی
است. دوسویی

۱۴٫۳٫۲ گزاره
است. دوسویی باشد، پوشا یا تزریقی اگر متناهی بعد برداری فضای یک اندومورفیسم

رتبه و هسته محاسبۀ — ۱۵٫۳٫۲ مثال

نگاشت
T : R۴ → R۳

با را
T (x۱, x۲, x۳, x۴) = (۲x۱ + x۲ + x۳ − x۴, x۱ + x۲ + ۲x۳ + ۲x۴, x۱ − x۳ − ۳x۴)

دستگاه باید هسته برای بگیرید. نظر در
۲x۱ + x۲ + x۳ − x۴ = ۰,
x۱ + x۲ + ۲x۳ + ۲x۴ = ۰,
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x۱ − x۳ − ۳x۴ = ۰
عمومی جواب کنیم. حل را

x۱ = x۳ + ۳x۴, x۲ = −۳x۳ − ۵x۴

بنابراین است؛
(x۱, x۲, x۳, x۴) = x۳(۱,−۳, ۱, ۰) + x۴(۳,−۵, ۰, ۱).

پس
dimkerT = ۲.

بعد، قضیۀ از
dimT (V ) = ۴ − ۲ = ۲.

دید. (۰, ۱,−۱) و (۱, ۰, ۱) مستقل بردار دو خطی ترکیب می توان را برد بردار هر درواقع

خطی هم ریختی 2.3.2

برای باشند. داشته یکسانی خطی ساختار اما باشند، متفاوت ظاهری نظر از است ممکن برداری فضای دو
است. هم ریخت R۲ با دوبعدی حقیقی فضای به عنوان C مثال،

خودهم ریختی و هم ریختی — ۱۶٫۳٫۲ تعریف
می نویسیم و می نامیم هم ریخت W با را V فضای

V ∼= W

می نامیم. هم ریختی را T چنین باشد. داشته وجود T : V → W دوسویی خطی نگاشت یک اگر

می نامیم. وارون پذیر خطی عملگر یا خودهم ریختی را آن باشد، خودش به V از دوسویی نگاشت اگر
می شود. داده نشان GL(V ) با V خودهم ریختی های مجموعۀ

۱۷٫۳٫۲ گزاره
فضاست. همان خودهم ریختی متناهی بعدی، برداری فضای از هم متری یک

نگاشت مثال برای
T : C → R۲, T (x+ iy) = (x, y)

فضاهای به عنوان فقط دو این البته است. R۲ و R روی فضای به عنوان C میان خطی هم ریختی یک
دارد وجود اعضا میان طبیعی ضرب C در زیرا نیست، یکسان آن ها کامل جبری ساختار یکسان اند؛ برداری

نداریم. طبیعی ای ضرب چنین R۲ در ولی

۱۸٫۳٫۲ قضیه
باشد. صفر آن پوچی اگر تنها و اگر است هم ریختی T : V → W پوشا خطی نگاشت یک

۱۹٫۳٫۲ قضیه
می برد. خطی مستقل مجموعه های به را خطی مستقل مجموعه های تزریقی، خطی تبدیل یک
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۲۰٫۳٫۲ قضیه
باشند. داشته یکسان بعد که هم ریخت اند زمانی دقیقاً متناهی بعد برداری فضای دو

هم ریخت اند. CN با N-بعدی مختلط فضاهای همۀ و RN با N-بعدی حقیقی فضاهای همۀ پس

۲۱٫۳٫۲ گزاره
جمع بگذارد، ثابت را مستقیم جمع های از یکی که V خودهم ریختی هر باشد، V = V۱ ⊕ V۲ اگر

می گذارد. ثابت نیز را دیگر

بعد قضیۀ دیگر اثبات — ۲۲٫۳٫۲ مثال

نگاشت
T̃ : V/ kerT → T (V )

با را
T̃ ([a]) = T |a〉

بنابراین ،z ∈ kerT با a′ = a+ z باشد، [a′] = [a] اگر کنید. تعریف

T (a′) = T (a) + T (z) = T (a).

بنابراین است؛ تزریقی و پوشا خطی، T̃ همچنین است. خوش تعریف تعریف پس

V/ kerT ∼= T (V ).

می آید. به دست بعد قضیۀ دوباره ،(۲٫۲) از استفاده با نتیجه، در

۲۳٫۳٫۲ قضیه
نگاشت آنگاه باشد، V از زیر فضایی U و خطی نگاشتی T : V → W اگر

T̃ : V/U → T (V ), T̃ ([a]) = T |a〉

است. خوش تعریف هم ریختی یک

طبیعی نگاشت نیز U, V,W مختلط فضاهای برای
T : (U ⊕ V )⊗W → (U ⊗W )⊕ (V ⊗W )

که
T ((|u〉+ |v〉)⊗ |w〉) = |u〉 ⊗ |w〉+ |v〉 ⊗ |w〉

پس است. هم ریختی می دهد، دست به را
(U ⊕ V )⊗W ∼= (U ⊗W )⊕ (V ⊗W ). (۱۶ .۲)

همچنین
U ⊗ V ∼= V ⊗ U, (۱۷ .۲)

،dimC = ۱ چون و
C⊗ V ∼= V ⊗ C ∼= V, (۱۸ .۲)
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حقیقی فضای برای مشابه به طور و

R⊗ V ∼= V ⊗ R ∼= V. (۱۹ .۲)

مختلط ساختارهای 2.4

می خواهیم اکنون داشته ایم. نگه مختلط را اسکالرها میدان مختلط، فضای از گفتن سخن هنگام اینجا تا
جالب، مورد آید. پدید است ممکن جدیدی ساختارهای چه دهیم تغییر را اسکالر میدان اگر کنیم بررسی

است. مختلط ساختاری به حقیقی فضای یک تبدیل
عمومی تری مفهوم تا می گذاریم کنار را داخلی ضرب بودن مثبت معین کوتاه مدتی برای بخش، این در

باشیم. داشته
۱٫۴٫۲ جعبه

یعنی نیمه خطی اند؛ و هرفیتی مختلط داخلی ضرب های همۀ شود، تصریح آن خلاف آنکه مگر
می شوند. تعریف آرگومان ها از یکی در مزدوج گیری با ۱٫۲٫۲ تعریف مانند

مختلط/حقیقی دوخطی داخلی ضرب — ۲٫۴٫۲ تعریف
g : نگاشتی F روی V خطی فضای روی داخلی ضرب یک باشد. R یا C از یکی F کنید فرض

که: است V × V → F

تقارن: (آ)
g(|a〉, |b〉) = g(|b〉, |a〉);

بودن: دوخطی (ب)

g(|x〉, α|a〉+ β|b〉) = αg(|x〉, |a〉) + βg(|x〉, |b〉),

g(α|a〉+ β|b〉, |x〉) = αg(|a〉, |x〉) + βg(|b〉, |x〉);

ناواگرایی: (ج)
g(|x〉, |a〉) = ۰ ∀|x〉 ∈ V =⇒ |a〉 = ۰.

که دارد وجود |x〉 بردار یک حداقل ،|a〉 ناصفر بردار هر برای بازگفت: این گونه می توان را ناواگرایی شرط
.g(|x〉, |a〉) 6= ۰

می دهیم: نشان F زیروند با را دیراک نمادگذاری بخش این در

〈a||b〉F = 〈b||a〉F ,

〈x|(αa+ βb)F = α〈x|aF + β〈x|bF ,

(αa+ βb|x)F = α〈a|xF + β〈b|xF . (۲۰ .۲)

است. معمول داخلی ضرب همان نمادگذاری این F = R برای

پادالحاقی و خودالحاقی الحاقی، — ۳٫۴٫۲ تعریف
به وسیلۀ AT الحاقی ،A ∈ End(V ) برای

〈Aa|bF = 〈a|AT bF
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معادل به طور یا
〈a|AT bF = 〈b|AaF

پادالحاقی را آن باشد، AT = −A اگر و خودالحاقی را A باشد، AT = A اگر می شود. تعریف
می نامیم.

ناواگرایی، و تعریف از

(AT )T = A. (۲۱ .۲)

بودن پادالحاقی مشخصۀ — ۴٫۴٫۲ گزاره
اگر تنها و اگر است پادالحاقی A ∈ End(V ) عملگر

〈x|Ax〉F = ۰ همۀ 〈x|برای ∈ V.

آنگاه ،AT = −A یعنی باشد، پادالحاقی A اگر اثبات.

〈x|Ax〉F = 〈x|ATx〉F = −〈x|Ax〉F ,

بنابراین و
〈x|Ax〉F = ۰.

دو و α, β ∈ F ناصفر اسکالر دو برای باشد. برقرار |x〉 ∈ V همۀ برای 〈x|Ax〉F = ۰ کنید فرض برعکس،
داریم |a〉, |b〉 ∈ V ناصفر بردار

۰ = 〈αa+ βb|A(αa+ βb)〉F .

می ماند: و می شوند صفر قطری جمله های فرض، و بودن دوخطی از استفاده با

۰ = αβ (〈a|Ab〉F + 〈b|Aa〉F ) .

الحاقی، تعریف با
〈b|Aa〉F = 〈AT b|a〉F = 〈b|ATa〉F ,

نتیجه در و
〈b|(A+ AT )a〉F = ۰

می شود نتیجه داخلی ضرب ناواگرایی از است. برقرار |a〉, |b〉 همۀ برای

(A+ AT )|a〉 = ۰ ∀|a〉,

□ است. پادالحاقی A و AT = −A پس
محدودیت چه داخلی ضرب بودن مثبت معین که می دهد نشان ۸٫۳٫۲ قضیۀ با گزاره این مقایسۀ

می کند. تحمیل ساختاری چنین بر نیرومندی
مختلط ساختار — ۵٫۴٫۲ تعریف

که است خطی عملگری ،V حقیقی برداری فضای یک روی J مختلط ساختار یک

J۲ = −۱, 〈Ja|Jb〉 = 〈a|b〉

باشد. برقرار |a〉, |b〉 ∈ V همۀ برای
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مختلط ساختار بودن پادالحاقی — ۶٫۴٫۲ گزاره
است. پادالحاقی J مختلط ساختار

〈·|·〉R = داریم حقیقی فضای در چون .|b〉 = J |a〉 دهید قرار و بگیرید را |a〉 ∈ V دلخواه بردار اثبات.
سو یک از ،〈·|·〉

〈a|Ja〉 = 〈a|b〉 = 〈Ja|Jb〉 = 〈Ja|J۲a〉 = −〈Ja|a〉.

داخلی، ضرب تقارن با دیگر، سوی از

〈a|Ja〉 = 〈a|b〉 = 〈b|a〉 = 〈Ja|a〉.

پس
〈a|Ja〉 = ۰ ∀|a〉 ∈ V.

□ است. پادالحاقی J ،۴٫۴٫۲ گزارۀ طبق
نرمال را دلخواه ناصفر بردار یک باشد. N-بعدی حقیقی داخلی ضرب فضای یک V کنید فرض اکنون
با پس است؛ عمود |e۱〉 بر J |e۱〉 بردار ،۶٫۴٫۲ و ۴٫۴٫۲ گزاره های طبق می نامیم. |e۱〉 را آن و می کنیم
و |e۱〉 بر عمود دلخواه یکۀ بردار یک را |e۳〉 باشد، N > ۲ اگر می آوریم. دست به را |e۲〉 آن، نرمال کردن
بر افزون است. عمود |e۳〉 بر |a۳〉 که است روشن .|a۳〉 = J |e۳〉 می دهیم قرار و می کنیم انتخاب |e۲〉

این،
〈e۱|a۳〉 = 〈Je۱|Ja۳〉 = 〈Je۱|J۲e۳〉 = −〈Je۱|e۳〉 = −〈e۲|e۳〉 = ۰,

نیز و
〈e۲|a۳〉 = 〈Je۱|Je۳〉 = 〈e۱|e۳〉 = ۰.

می رسیم. زیر قضیۀ به فرایند این ادامۀ با

۷٫۴٫۲ قضیه
مجموعۀ باشد، N = ۲m اگر

{|ei〉, J |ei〉}mi=۱

می سازد. 〈·|·〉R = 〈·|·〉 داخلی ضرب با V حقیقی برداری فضای برای متعامدهنجار پایۀ یک
باشد. زوج باید آن بعد باشد، J مختلط ساختار دارای حقیقی فضای یک اینکه برای بنابراین

مختلط سازی — ۸٫۴٫۲ تعریف
اسکالر ضرب قانون با را C⊗ V باشد، حقیقی برداری فضای یک V اگر

α
(
β ⊗ |a〉

)
= (αβ)⊗ |a〉, α, β ∈ C,

نمایش V C با و می نامیم V مختلط سازی را فضا این می کنیم. تبدیل مختلط برداری فضای یک به
به ویژه می دهیم.

(Rn)C = C⊗ Rn ∼= Cn.

که کنید توجه
dimC V

C = dimR V, dimR V
C = ۲ dimR V.

حالی در است، مختلط برداری فضای به عنوان V C پایۀ یک مجموعه همین باشد، V پایۀ {|ak〉}Nk=۱ اگر
که

{|ak〉, i|ak〉}Nk=۱

است. حقیقی برداری فضای به عنوان V C پایۀ یک
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داخلی ضرب می توان مختلط سازی از پس باشیم، داشته 〈a|b〉R = 〈a|b〉 حقیقی داخلی ضرب V روی اگر
صورت به را هرفیتی

〈α⊗ a | β ⊗ b〉 = ᾱ β 〈a|b〉
می شود. واگذار خواننده به دارد را ۱٫۲٫۲ تعریف خواص همۀ تعریف این اینکه اثبات کرد. تعریف

می کنیم: «ضرب» مختلط اعداد مجموعۀ در را آن ،V حقیقی فضای مختلط سازی برای مفهومی، تعبیر به

V C = C⊗ V.

نوعی یعنی معکوسی، فرایند آیا پرسید می توان اکنون است. اولیه بعد برابر دو با حقیقی فضای یک نتیجه،
آوریم؟ دست به بعد آن نصف با مختلطی فضای تا دارد وجود زوج، بعد با حقیقی فضای یک «تقسیم»

{|ei〉, J |ei〉}mi=۱ پایۀ باشد. مختلط ساختار آن روی J و باشد ۲m-بعدی حقیقی فضای یک V کنید فرض
زیر فضای و بگیرید نظر در را

V۱ = Span{|ei〉}mi=۱

رابطۀ با را مختلط اسکالر ضرب V۱ روی کنید. تعریف را

(α + iκ)|v۱〉 = (α + κJ)|v۱〉, α, κ ∈ R, |v۱〉 ∈ V۱, (۲۲ .۲)

برداری فضای به را V ۲m-بعدی حقیقی فضای فرایند، این که داد نشان می توان به آسانی می کنیم. تعریف
می کند. تبدیل V C

۱ m-بعدی مختلط

دوگان فضای و خطی تابع های 2.5

یا خطی تابع را نگاشت آن باشد، ،R یا C یعنی اسکالرها، مجموعۀ خطی نگاشت یک مقصد فضای وقتی
با را V → C خطی فانکشنال های مجموعۀ می نامیم. خطی فانکشنال

V ∗

می نامیم. V دوگان فضای را آن و می دهیم نشان

خطی فانکشنال از نمونه هایی — ۱٫۵٫۲ مثال

باشد، |a〉 = (α۱, . . . , αn) ∈ Cn اگر .۱

ϕ(|a〉) =
n∑

k=۱
αk

است. خطی فانکشنال یک
باشد، m× n ماتریس یک M = (µij) اگر .۲

ω(M) =
m∑
i=۱

n∑
j=۱

µij

است. خطی فانکشنال
،n× n ماتریس برای .۳

θ(M) =
n∑
j=۱

µjj = trM
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است. خطی
عملگر .۴

int(f) =

∫ b

a

f(t) dt

است. خطی فانکشنال یک پیوسته توابع فضای روی
ثابت، |a〉 و باشد مختلط داخلی ضرب فضای V اگر .۵

γa(|b〉) = 〈a|b〉

است. خطی فانکشنال یک
آن گاه باشند، متناهی مجموعه های {ϕk} و {|ak〉} اگر .۶

A =
m∑
k=۱

|ak〉〈ϕk|

و است خطی عملگر یک
A|x〉 =

m∑
k=۱

ϕk(|x〉)|ak〉.

پایۀ با N-بعدی فضای یک V کنید فرض

B = {|a۱〉, . . . , |aN〉}

که به طوری می کنیم تعریف ϕΘ یکتا فانکشنال یک {Θ۱, . . . ,ΘN} اسکالرهای مجموعۀ هر برای باشد.

ϕΘ(|ai〉) = Θi.

اگر

|b〉 =
N∑
i=۱

κi|ai〉,

آنگاه

ϕΘ(|b〉) =
N∑
i=۱

κiΘi. (۲۳ .۲)

است. ستونی بردار یک در سطری بردار یک ضرب شبیه دقیقاً این
که می کنیم تعریف را ϕ۱, . . . , ϕN ویژۀ فانکشنال های اکنون

ϕi(|aj〉) = δij. (۲۴ .۲)

دوگان پایۀ — ۲٫۵٫۲ قضیه
یکتایی پایۀ ،V در B = {|aj〉}Nj=۱ پایۀ هر برای

B∗ = {ϕi}Ni=۱
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که دارد وجود V ∗ در
ϕi(|aj〉) = δij.

نتیجه در می گوییم. B دوگان پایۀ ،B∗ به

dimV ∗ = dimV = N.

در |a〉 مؤلفه های اساس بر که می شود متناظر دوگان فانکشنال یک به چارچوب این در نیز |a〉 بردار هر
می شود. ساخته B پایۀ

نابودگر — ۳٫۵٫۲ تعریف
که است ϕ ∈ V ∗ خطی فانکشنال |a〉 ∈ V بردار نابودگر یک

ϕ(|a〉) = ۰.

می فرستند صفر به را W بردارهای همۀ که فانکشنال هایی مجموعۀ باشد، V از زیر فضایی W اگر
می شود. داده نشان W ۰ با

آنگاه دهیم، گسترش V پایۀ تا را W پایۀ و dimW = k اگر
dimV = dimW + dimW ۰. (۲۵ .۲)

خطی تبدیل یک پس کشِ یا دوگان — ۴٫۵٫۲ تعریف
نگاشت باشد، خطی نگاشت T : V → U اگر

T ∗ : U∗ → V ∗

رابطۀ با را
(T ∗γ)(|a〉) = γ(T |a〉) ∀|a〉 ∈ V

می نامیم. T پس کش یا دوگان را T ∗ این می کنیم. تعریف

همچنین است. خطی T ∗ داد نشان می توان
kerT ∗ = T (V )۰.

نیز T ∗ دوسویی، حالت در پوشاست. T ∗ باشد، تزریقی T اگر و است؛ تزریقی T ∗ باشد، پوشا T اگر پس
است. هم ریختی

۵٫۵٫۲ گزاره
،T خطی تبدیل برای

kerT ∗ = T (V )۰.

هم ریختی T اگر به ویژه است. پوشا T ∗ باشد، تزریقی T اگر و است تزریقی T ∗ باشد، پوشا T اگر
است. هم ریختی نیز T ∗ باشد،

داخلی ضرب و دوگان

اگر
Θi = 〈a|ai〉
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شناسایی 〈a| برا با را آن که است طبیعی می کنند. تعریف γa یکتا فانکشنال یک اسکالرها این باشند،
صورت به را بردار دوگان سازی عملگر بنابراین کنیم.

|a〉 7−→ 〈a|

نماد و می دهیم نشان

|a〉† = 〈a| (۲۶ .۲)

می بریم. به کار را
اگر

|c〉 = Θ|a〉+ κ|b〉,

آنگاه

(Θ|a〉+ κ|b〉)† = Θ∗〈a|+ κ∗〈b|. (۲۷ .۲)

می شوند. مزدوج مختلط ضرایب است: نیمه خطی اسکالرها در رابطه این بنابراین
اگر

|a〉 =


Θ۱
Θ۲
...
Θn

 ,

آن گاه

〈a| =
(
Θ∗

۱ Θ∗
۲ · · · Θ∗

n

)
, (۲۸ .۲)

نتیجه در و
〈a|b〉 =

n∑
i=۱

Θ∗
iκi.

چندخطی نگاشت های 2.6

است. لازم خطی فانکشنال های از سودمندی بسیار تعمیم دترمینان ها، و تانسورها مطالعۀ برای

p-خطی نگاشت — ۱٫۶٫۲ تعریف
نگاشت باشد، V از نسخه p حاصل ضرب V p اگر

θ : V p → U

یعنی باشد؛ خطی جداگانه آرگومان هر به نسبت اگر می نامیم p-خطی را

θ(a۱, . . . , αaj + βbj, . . . , ap) = αθ(a۱, . . . , aj, . . . , ap) + βθ(a۱, . . . , bj, . . . , ap).

می نامیم. p-خطی تابع یک را آن باشد، R یا C مقصد فضای اگر

باشند، خطی فانکشنال های ϕ۱, . . . , ϕp اگر

θ(a۱, . . . , ap) = ϕ۱(a۱) · · ·ϕp(ap)
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است. p-خطی تابع یک
می کنیم: تعریف را πω نگاشت آرگومان ها جایگشت با باشد، ۱, ۲, . . . , p از جایگشتی π اگر

(πω)(a۱, . . . , ap) = ω(aπ(۱), . . . , aπ(p)).

پادمتقارن نگاشت — ۲٫۶٫۲ تعریف
اگر می نامیم پادمتقارن را ω p-خطی نگاشت

ω(aπ(۱), . . . , aπ(p)) = sgn(π)ω(a۱, . . . , ap)

اینجا در باشد؛ برقرار π جایگشت هر برای

sgn(π) = +۱

و زوج جایگشت برای
sgn(π) = −۱

توابع و Λp(V, U) با را p-خطی پادمتقارن نگاشت های مجموعۀ است. فرد جایگشت برای
می دهیم. نشان Λp(V ) با را پادمتقارن

نماد با گاهی را جایگشت علامت

sgn(π) = sgn(π(۱)π(۲) · · · π(p)) = (i۱i۲ · · · ip) (۲۹ .۲)

.ik = π(k) آن در که می نویسند
تعریف باشد، چندخطی θ اگر کرد. تبدیل پادمتقارن تابع یک به می توان را چندخطی تابع هر

ω =
∑
π

sgn(π) πθ (۳۰ .۲)

می دهد. پادمتقارن تابع یک

۳٫۶٫۲ قضیه
معادل اند: زیر گزاره های ω ∈ Λp(V, U) برای

است. صفر ω باشند، برابر آرگومان دو اگر .۱
،π جایگشت هر برای .۲

ω(aπ(۱), . . . , aπ(p)) = sgn(π)ω(a۱, . . . , ap).

آنگاه نباشند، خطی مستقل {ak}pk=۱ اگر .۳

ω(a۱, . . . , ap) = ۰.

۴٫۶٫۲ گزاره
تعیین پایه یک روی مقدارش با یکتا به طور ω آنگاه باشد، ω ∈ ΩN(V, U) و N = dimV اگر

است. صفر یکساناً نگاشت خود باشد، صفر پایه یک روی اگر می شود.
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و باشد پایه {|ei〉} اگر دلیل.

|aj〉 =
N∑
k=۱

Θjk|ek〉,

از کامل جایگشت یک اندیس ها که می مانند باقی جمله هایی فقط پادمتقارن بودن، و چندخطی بودن از
است. ω(e۱, . . . , eN) مقدار از ثابت ضریبی ω(a۱, . . . , aN) مقدار کل نتیجه در باشند. ۱, . . . , N

دترمینان تابع — ۵٫۶٫۲ تعریف
می نامیم. V در دترمینان تابع را V N-بعدی فضای روی پادمتقارن N-خطی تابع یک

چندخطی تابع باشد. آن دوگان پایۀ B∗ = {ϕj}Nj=۱ و V پایۀ B = {|ek〉}Nk=۱ کنید فرض

θ(a۱, . . . , aN) = ϕ۱(a۱) · · ·ϕN(aN)

آن پادمتقارن سازی بگیرید. نظر در را
∆ =

∑
π

sgn(π) πθ

و است دترمینان تابع یک
∆(e۱, . . . , eN) = ۱.

پس:
۶٫۶٫۲ جعبه

نیستند. صفر یکساناً که دارند وجود دترمینانی تابع های متناهی بعد، برداری فضای هر در

۷٫۶٫۲ گزاره
|u∗〉 ∈ U یکتایی بردار آنگاه باشد، V در ثابت ناصفر دترمینان تابع یک ∆ و ω ∈ ΩN(V, U) اگر

که دارد وجود
ω(v۱, . . . , vN) = ∆(v۱, . . . , vN)|u∗〉.

۸٫۶٫۲ نتیجه
است. ثابت ناصفر دترمینان تابع یک از اسکالر مضربی دترمینان، تابع هر

۹٫۶٫۲ گزاره
آنگاه باشند، V بردارهای |v〉, {|vk〉}Nk=۱ و V N-بعدی فضای در دترمینان تابع یک ∆ اگر

N∑
j=۱

(−۱)j−۱∆(v, v۱, . . . , v̂j, . . . , vN)|vj〉 = ∆(v۱, . . . , vN)|v〉.

است. بردار آن حذف به معنای کلاه علامت

خطی عملگر یک دترمینان 2.6.1

کنیم. انتخاب ناصفر دترمینان تابع یک ∆ و باشد V N-بعدی فضای روی خطی عملگر یک A کنید فرض
تابع

∆A(v۱, . . . , vN) = ∆(Av۱, . . . , AvN) (۳۱ .۲)
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که دارد وجود detA عدد اسکالر، ضریب یک تا یکتایی به توجه با پس است. دترمینان تابع یک نیز

∆A = (detA)∆. (۳۲ .۲)

می شود. نامیده A عملگر دترمینان و نیست وابسته پایه یا دترمینان تابع انتخاب به عدد این

خطی عملگر یک دترمینان — ۱۰٫۶٫۲ تعریف
رابطۀ مطابق ∆A اگر باشد. V روی ناصفر دترمینان تابع یک ∆ و باشد A ∈ End(V ) کنید فرض

رابطۀ آنگاه باشد، شده تعریف (۳۱٫۲)

∆A = (detA)∆ (۳۲ .۲)

تابع انتخاب به و است وابسته A خود به فقط detA عدد می کند. تعریف را A عملگر دترمینانٔ
نیست. وابسته پایه یا ناصفر دترمینان

دترمینان خواص — ۱۱٫۶٫۲ قضیه
:A خطی عملگر برای

باشد، A = α۱ اگر .۱
detA = αN .

اگر تنها و اگر است وارون پذیر A .۲
detA 6= ۰.

.۳
det(AB) = detA detB.

کلاسیک الحاقی 2.6.2

نگاشت |v〉, |vi〉 ∈ V برای

Φ(v۱, . . . , vN)|v〉 =
N∑
j=۱

(−۱)j−۱∆(v, Av۱, . . . , Âvj, . . . , AvN)|vj〉

ad(A)یکتای خطی عملگر یک ،۷٫۶٫۲ گزارۀ طبق بنابراین است؛ پادمتقارن نگاشت این بگیرید. نظر در را
که دارد وجود

Φ(v۱, . . . , vN)|v〉 = ∆(v۱, . . . , vN) ad(A)|v〉.
یعنی

N∑
j=۱

(−۱)j−۱∆(v, Av۱, . . . , Âvj, . . . , AvN)|vj〉 = ∆(v۱, . . . , vN) ad(A)|v〉. (۳۳ .۲)

می نامیم. A کلاسیک الحاقی را عملگر این

۱۲٫۶٫۲ گزاره
می کند: ارضا کلاسیک الحاقی

ad(A)A = (detA)۱ = A ad(A). (۳۴ .۲)
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A اعمال با می شود. نتیجه اول رابطۀ ،۹٫۶٫۲ گزارۀ از استفاده و (۳۳٫۲) در |v〉 جای به A|v〉 جایگذاری با
می آید. دست به دوم رابطۀ (۳۳٫۲) بر

۱۳٫۶٫۲ نتیجه
و است وارون پذیر A آنگاه ،detA 6= ۰ اگر

A−۱ =
۱

detA
ad(A).

مسائل 2.7

و آن ها معمول حاصل ضرب برابر را R+ عضو دو «جمع» است. مثبت حقیقی اعداد مجموعۀ R+ :۱ .۲
R روی برداری فضای یک R+ اعمال، این با دهید نشان کنید. تعریف pr برابر را r · p اسکالر ضرب

است.
است. زیرین فضای یک خود زیرین، فضای دو اشتراک دهید نشان :۲ .۲

نه: یا است R۳ از زیر فضایی آیا که کنید مشخص R۳ از زیر زیرمجموعۀ هر برای :۳ .۲
,x)}؛ y, z) ∈ R۳ | x+ y − ۲z = ۰} (آ)
,x)}؛ y, z) ∈ R۳ | x+ y − ۲z = ۳} (ب)

.{(x, y, z) ∈ R۳ | xyz = ۰} (ج)
هستند. یکتا معین پایۀ یک در بردار یک مؤلفه های کنید ثابت :۴ .۲

می سازند: (Rn (یا Cn برای پایه یک زیر بردارهای دهید نشان :۵ .۲

|a۱〉 =


۱
۱
...
۱
۱

 , |a۲〉 =


۱
۱
...
۱
۰

 , . . . , |an〉 =


۱
۰
...
۰
۰

 .

کنید. اثبات را ۶٫۱٫۲ قضیۀ :۶ .۲
روابط با که است R۵ از زیر فضایی W :۷ .۲

x۱ = ۳x۲ + x۳, x۲ = x۵, x۴ = ۲x۳

بیابید. W برای پایه یک است. شده تعریف
دهید: نشان باشند، V زیر فضاهای U۱, U۲ اگر :۸ .۲

(آ)
dim(U۱ + U۲) = dimU۱ + dimU۲ − dim(U۱ ∩ U۲);

V؛ = U۱ ⊕ U۲ آنگاه ،dimU۱ + dimU۲ = dimV و U۱ + U۲ = V اگر (ب)
.U۱ ∩ U۲ 6= {۰} آنگاه ،dimU۱ + dimU۲ > dimV اگر (ج)

می پوشانند. را W = U ⊕ V جمع ،(۵٫۲) رابطۀ در تعریف شده بردارهای دهید نشان :۹ .۲
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است. صفر |۰〉 با بردار هر داخلی ضرب دهید نشان :۱۰ .۲
بازۀ در c۰ + c۱t + c۲t۲ و b۰ + b۱t ،a۰ چندجمله ای های به طوری که بیابید را a۰, b۰, b۱, c۰, c۱, c۲ اعداد :۱۱ .۲
است. شده تعریف w(t) = ۱ با ۳٫۲٫۲ مثال مطابق داخلی ضرب وقتی باشند، متعامدهنجار [۰, ۱]

چندجمله ای های ،x(t) = tn خطی مستقل بردارهای برای گرام–اشمیت، فرایند از استفاده با :۱۲ .۲
بیابید: زیر حالت دو در را e۰(t), e۱(t), e۲(t) متعامدهنجار

(آ)
〈x|y〉 =

∫ ۱

−۱
x∗(t)y(t) dt;

(ب)
〈x|y〉 =

∫ ∞

−∞
e−t۲

x∗(t)y(t) dt.

رابطۀ از می توانید کنید. استفاده دوم بخش حل برای گاوسی انتگرال های نتیجۀ از

∫ ∞

−∞
e−t۲

tn dt =


√
π, n = ۰,

۰, nاست فرد ,
√
π

۱ · ۳ · ۵ · · · (n− ۱)
۲n/۲ , nاست زوج

کنید. استفاده
متعامدهنجار مجموعۀ یک (۲,−۱, ۲) و (−۱, ۰, ۱) ،(۱,−۱, بردارهای(۱ از گرام–اشمیت، فرایند با (آ) :۱۳ .۲

بسازید.
صفر خطی ترکیب یک (الف) بخش از استفاده با نه، اگر خطی اند؟ مستقل بردار سه این آیا (ب)

بیابید.
متعامدهنجار مجموعۀ یک گرام–اشمیت با (−۱,−۱,۴) و (−۲, ۱,−۱) ،(۱,−۱, ۲) بردارهای از (آ) :۱۴ .۲

بسازید.
بیابید. صفر خطی ترکیب یک وابستگی، صورت در و، کنید بررسی را آن ها بودن خطی مستقل (ب)
اثبات را متناظر انتگرالی نامساوی شوارتس، نابرابری از استفاده و مناسب داخلی ضرب یک تعریف با :۱۵ .۲

کنید.
به شوارتس نوع از نامساوی یک گاوسی وزن و چندجمله ای عبارت های برای قبل، مسئلۀ مشابه :۱۶ .۲

آورید. دست
داریم Θ۱, . . . ,Θn مختلط عدد n از مجموعه هر برای دهید نشان :۱۷ .۲

|Θ۱ + · · ·+Θn|۲ ≤ n
(
|Θ۱|۲ + · · ·+ |Θn|۲

)
.

کنید. اعمال (Θ۱, . . . ,Θn) و (۱, ۱, . . . , ۱) روی را شوارتس نابرابری راهنما:
سری باشند، C∞ در {κi}∞i=۱ و {Θi}∞i=۱ اگر دهید نشان شوارتس نابرابری از استفاده با :۱۸ .۲

∞∑
i=۱

Θ∗
iκi

همگراست.
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دهید نشان :۱۹ .۲
T : R۲ → R۳, T (x, y) = (x۲ + y۲, x+ y, ۲x− y)

نیست. خطی نگاشت
کنید. بررسی را ۵٫۳٫۲ مثال تبدیل های همۀ خطی بودن :۲۰ .۲

استاندارد پایۀ در i = ۱, ۲,۳ برای را Aπ|ei〉 باشد، (۱, ۲,۳) 7→ (۳, ۱, ۲) جایگشت π جایگشت اگر :۲۱ .۲
بیابید. (C۳ (یا R۳

به طوری که دارد وجود Θ ∈ C اسکالر باشد، T ∈ L(C,C) اگر دهید نشان :۲۲ .۲
T |a〉 = Θ|a〉

باشد. برقرار |a〉 ∈ C همۀ برای
را T (V ) فضای {T |ai〉} دهید نشان باشد، T ∈ L(V,W ) و بپوشانند را V فضای {|ai〉}ni=۱ اگر :۲۳ .۲

می پوشانند. را W بردارها این باشد، پوشا T اگر خاص به طور می پوشانند.
که بیابید f : R۲ → R تابعی از مثالی :۲۴ .۲

f(Θa) = Θf(a) (Θ ∈ R)

بگیرید. نظر در یک درجۀ همگن تابع یک راهنما: نباشد. خطی ولی
کنید: بررسی بودن خطی را زیر تبدیل های :۲۵ .۲

نگاشت این باشند، مختلط اسکالرها اگر آیا .C(z) = z∗ و حقیقی اعداد روی V = C فضای (آ)
است؟ خطی هنوز

با T عملگر ،Pc[t] در (ب)
T |x(t)〉 = |x(t+ ۱)〉 − |x(t)〉

است. شده تعریف
است. W از زیر فضایی T (V ) و V از زیر فضایی T : V → W تبدیل هستۀ کنید ثابت :۲۶ .۲

دهید نشان باشد، پوشا T ∈ L(V,W ) و باشند متناهی بعد V,W اگر :۲۷ .۲
dimW ≤ dimV.

که دارد وجود V از U زیر فضایی کنید ثابت است. ناصفر T ∈ L(V,W ) و متناهی بعد V کنید فرض :۲۸ .۲
kerT ∩ U = {۰}, T (V ) = T (U).

کنید. اثبات را ۱۸٫۳٫۲ قضیۀ ،۱۱٫۳٫۲ قضیۀ از استفاده با :۲۹ .۲
کنید. اثبات را ۱۹٫۳٫۲ قضیۀ ،۱۱٫۳٫۲ قضیۀ از استفاده با :۳۰ .۲

با و کنید تعریف را T |ai〉 = |bi〉 نگاشت BW = {|bi〉}Ni=۱ و BV = {|ai〉}Ni=۱ پایه های برای :۳۱ .۲
کنید. اثبات را ۲۰٫۳٫۲ قضیۀ است، هم ریختی یک T اینکه نشان دادن

داریم ۳٫۴٫۲ تعریف الحاقی برای دهید نشان :۳۲ .۲
(AT )T = A.

و است V ∗ از زیر فضایی W ۰ دهید نشان :۳۳ .۲
dimV = dimW + dimW ۰.
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دیگر، بیان به است؛ خطی مستقل نابودگر N − ۱ دارای V ∗ N-بعدی فضای در بردار هر دهید نشان :۳۴ .۲
می فرستد. صفر به را خطی مستقل بردار N − ۱ دست کم خطی فانکشنال یک

قضیۀ از راهنما: پوشاست. T ∗ باشد، تزریقی T اگر به ویژه دارند. یکسان رتبۀ T ∗ و T دهید نشان :۳۵ .۲
کنید. استفاده (۲۵٫۲) رابطۀ و T ∗ و T برای بعد

کنید. اثبات را ۳٫۶٫۲ قضیۀ :۳۶ .۲
طرف دو هر نباشند، خطی مستقل {vk} اگر دهید نشان ابتدا راهنما: کنید. اثبات را ۹٫۶٫۲ گزارۀ :۳۷ .۲
و بنویسید آن ها برحسب را v بگیرید، پایه را آن ها خطی، استقلال حالت در سپس می شوند. صفر

کنید. استفاده پادمتقارن بودن از
وارون پذیر عملگر که کنید استفاده واقعیت این از دوم بخش برای راهنما: کنید. اثبات را ۱۱٫۶٫۲ قضیۀ :۳۸ .۲

می برد. خطی مستقل مجموعه های به را خطی مستقل مجموعه های
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فصل مفهومی جمع بندی

فصل راه نقشۀ
ساختار مرحله، هر که است این مهم نکتۀ دیدیم. زیر صورت به را ساختارها از زنجیره ای فصل این در

می کند: فراهم فیزیک برای جدیدی ابزارهای حال عین در و می افزاید «بردار» مفهوم به بیشتری
و هسته داخلی، ضرب های اندازۀ کنترل برای شوارتس نابرابری مناسب، پایه های انتخاب برای متعامدسازی
و فانکشنال ها ساخت برای دوگان فضای می کند، حذف یا حفظ خطی تبدیل یک که اطلاعاتی فهم برای رتبه

عملگرها. وارون پذیری مطالعۀ برای دترمینان نهایت در

نرم و داخلی ضرب ⇐= پایه و زیر فضا ⇐= برداری فضای

ww�
نگاشت های
چندخطی

دترمینان و
⇐= دوگان فضای ⇐= خطی نگاشت

می کند. فراهم بعدی ساختار برای را زمینه ساختار، هر

۳۶
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