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اول صل ęڡ ار Ğٮ ęڡįك ģسĽٮłٮ

ğهر łمح موعه هاٮńى łمح ĥه صورٮ łٮ ٮĥدا łاٮ كĸروه ها . ĥاسٮ « ğارں ĥڡ ĥٮ» ğاں ńٮ łٮ راى łٮ ĥࢼńٮ ĥدڡ اٮğى łٮ ğر ğںĥٮ ğساح صل، ğڡ ğںńاٮ ğههدڡłٮ رد łمح اصر ğعٮ دٮńلِ łٮ ĥٮ ، ĥاسٮ اٮĥى ńحٮ ğک داںńٮ ğر ńٮ ğڡ ٮńک راى łٮ ه Ŋح ğٓاٮ اما د؛ ğوٮ Īمى س ى ğمعرڡ łٮńركٮĥٮ ğوں ğاٮ ĥڡ ٮńک ه łهٮ ğوٮĸك Ŋح دٮńد واهٮńم ğح ادامه در د. ğارٮ ğدĸمى ك ر Īاٮ ٮńرها ğد Ŋاهده ٮ Īمس و حالٮĥ ها ر łٮ كه ĥاسٮ ماٮĥرٮńس هاٮńى و ماعملكĸرها ه łٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ارهٔ łدرٮ ĥࢼńعمٮ اطلاعاٮĥى اسٮńم، ğٮ Īس łٮ را ğٓاں دراٮńه هاى همهٔ د Īاس łٮ م ğلار كه ğٓى اٮ łٮ ماٮĥرٮńس، ٮńک مى دهد.ردِ
لى، ğداح łرٮ ğص طى، ğح ĥلاٮńدٮ łٮ ĥٮ ٮĥلط، ğمح و ڡĥى ńٮ ĥحڡ ردارى łٮ اهاى ğص ğڡ موعه ها، łمح مڡĥدماٮĥى رٮńهٔ ğط ğٮ ها: ğار ńٮ ğٮ  ĪسńٮŊم.ٮńمى دهٮ ٮńح ğوصĥٮ ال ها Īمٮ در را ğٓاں د، Īاس łٮ ğار ńٮ ğٮ ر ĥى ٮ ğٮ ğڡ كٮĥه اى ğٮ ه łٮ ا łهرح ماٮĥرٮńس. ğاں ğٮ ńرمٮĥدٮ و رد

كįروه ęڡĽعرٮĞٮ ۱ .۱

ğںńاٮ ؛ ĥاسٮ ص ğح Īمس اٮńىِ ĥدوٮ عمل ٮńک ه همراه łٮ G = {a, b, c, . . . , e, . . .} د ğٮ ğماٮ اٮĥهى ğٮ موعه اى łمح اصلٮńکكĸروه هار Ŋح مى دهٮńم. Īسńماٮ ğٮ صر ğعٮ دو ğںĥٮ Īوس ğٮ هم ار ğكٮ ا łٮ ٮĥصار ğه اح łٮ د، Īاس łٮ ğٮ عددى ِłرٮ ğص اكĸر حٮĥى را، د:عمل ğم اٮ ğلار
. ĥاسٮ G ğار و ğعص ٮńک اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ab كĸاه ğٓاٮ ،a, b ∈ G اكĸر : ğودں łه ٮ ĥسٮłٮ (i)

دارد. ĥرٯ ğڡ ab = ba اٮńى łه ح łاٮ łح ا łٮ اصل ğںńاٮ .a(bc) = (ab)c و، ğعص سه هر راى łٮ ٮńرى: ğدŊٮ ĥركٮ Īس (ii)

aها. ٮĥمام راى łٮ ae = ea = a كه دارد ود łوح e ام ğٮ ه łٮ ا ĥكٮńٮ وى ğعص هماٮğى: و ğعص (iii)

.a−۱a = aa−۱ = e و دارد a−۱ ٮńكٮĥاى ğواروں و ğعص a هر : ğواروں و ğعص (iv)

ود łوح د ğٮ ğماٮ  ٮĥرى ğࢻńعٮ ğص اهراً ğط  هاى ğرص ğڡ ğواںĥمى ٮ كĸاهى مى كĸوٮńٮńم. كĸروه وعهٔ ğموص اصول اصول ğںńاٮ ه łمساٮٔلٮ Īس ğحłٮ در ğٓاں ِĥاٮ łٮ Īاٮ ؛ ĥٮ ğرڡĸك ه łحńٮ ĥٮ ğٮ را ه ğدوطرڡ رط هاى ĪسسŊسٮ و كرد ğاں ńٮ łٮ را Ŋٮ Ŋح ِ ğواروں و Ŋٮ Ŋح ىِ ğهماٮ. ĥاسٮ امٓده هاٮńى ĥٮ ğاٮ
كĸروه هاى امٮńم. ğمى ٮ كĸروه هٔ łٮ ĥمرٮ را |G| و مى كĸوٮńٮńم اهى ğٮ ĥمٮ را G د، Īاس łٮ محدود كĸروه اى ğاعص ٮĥعداد دوراںğ هاىاكĸر كĸروه د ğٮ ğماٮ د، ğٮ Īاس łٮ لد ğڡ ńٮ ğمٮ ار ĥٮ ğساح داراى و ٮńوسٮĥه Ŋٮ ٮńا ،(Z,+) د ğٮ ğماٮ كĸسسٮĥه، ĥاسٮ ğممكں اهى ğٮ ĥامٮ ğحه.ٮ ğصڡ

ٮęدارد اٮĽى Ļه حĻاٮ Ļح ولى Ğاسٮ مع» Ļح ٮĽه Ļٮ ģس» كه كįروهى ده: ģحل س مٮģال

łٮńركٮĥٮ ĥحٮĥٮ ٮńم ğكٮ ررسى łٮ اٮńد łٮ رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در را a 6= ۰ ا łٮ Ta,b(x) = ax + b دٮńل هاى łٮ ĥٮ موعهٔ łمح
ه. ğٮ ٮńا ĥاسٮ كĸروه ٮńک ع łواٮĥم:ٮńٮ ğمى كٮ łحساٮ را łٮńركٮĥٮ .۱ كĸام

Ta,b ◦ Tc,d(x) = a(cx+ d) + b = acx+ (ad+ b).

. ĥاسٮ ٮłسٮĥه عمل و Ta,bTc,d = Tac,ad+bسŊٮ
. ĥاسٮ T۱,۰ هماٮğى و ğعص . ĥاسٮ رڡĥرار łٮ دوم رط Īس ، ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ ĥركٮ Īس ع łواٮĥٮ łٮńركٮĥٮ ğوں Ŋح .۲ كĸام

۳
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ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ،x = (y − b)/a مى اوٓرٮńم ĥه دسٮ łٮ y = ax+ b معادلهٔ ğار .۳ كĸام
T−۱
a,b = Ta−۱,−b/a.

كĸروه ٮŊس .T۱,۱T۲,۰(x) = ۲x + ۱ ولى T۲,۰T۱,۱(x) = ۲x + ۲ ماٮńٮńم. ğٓمى ار را اٮńى łه ح łاٮ łح .۴ كĸام
. ĥاسٮ اٮńى łح łاٮ łاح ğٮ

ęارں ĞڡĞٮ ٮĞا رى Ļٮ Ļح Ğمعادلاٮ ęار ى: ęحĽارٮĞٮ Ğٮ ģادداسĽٮ
دهم ğور ğٮ ğرںĥڡ دسهٔ ğهٮ و اعداد رٮńهٔ ğط ğٮ رى، łٮ łح ĥمعادلاٮ حل امد: ńٮ ğٮ ٮŊدٮńد ه ğاٮĸكńٮ ر ńمسٮ ٮńک ğار كĸروه هوم ğمطالعهمڡ را دٮńلاٮĥى łٮ ĥٮ ىء، Īس ر łٮ ğمركرĥٮ اى łه ح łٮ كه ود łٮ ğںńاٮ مهم اٮńدهٔ د. ğٮ ĥٮ Īداس Īسĥڡ ğٮ ğٓاں رىِ ńٮĸكل ك Īس در سه هر
MacTutor, The development of ى: ğحńارٮ ĥٮ ع łٮ ğمٮ) د. ğٮ ğمى كٮ ğط ğحڡ را ىء Īس ğٓاں رواٮłط كه ٮńم ğكٮ

(.group theory

مهم ٮęموٮęهٔ د ęٮ łح ۲ .۱

ĥٮ Īوسğٮ ğواںĥمى ٮ ،p ∈ Sn اكĸر د. ğمى دهٮ كٮńل Īسĥٮ n! هٔ łٮ ĥمرٮ ا łٮ كĸروهى ىء، Īس n ٮĥ هاى Īسĸكńاٮ łح .Sn ğارں ĥڡ ĥمٮ كĸروه

p =

(
۱ ۲ · · · n

p(۱) p(۲) · · · p(n)

)
, (qp)(j) = q

(
p(j)

)
.

دا łح دورهاى łرٮ ğحاصل ص ٮłه ĥٮ Īسĸكńاٮ łح هر ğںńٮ ğٮ Ŋهمح ود. Īمى س را łاح ĥراسٮ ĥسمٮ عملكĸر ٮĥدا łاٮ ڡĥرارداد، ğںńاٮ ود.در Īمى س ٮĥه ğساح دور هر ĥهٮ łح ğه كردں ğواروٮ ا łٮ ğواروں و e = (۱)(۲) · · · (n) هماٮğى ود؛ Īمى س ٮńه ğر łحĥٮ هم ğار
اى ğص ğڡ ٮńک ردارهاى łٮ و ، łرٮ ğص ĥحٮĥٮ ĥٮ łٮ Īمٮ ىِ ĥڡ ńٮ ĥحڡ اعداد مع، łح ĥحٮĥٮ صحٮńح اعداد دٮńكĸر: لىِ łٓاٮ ه هاى ğموٮ ğٮ. ĥاسٮ ر ğصڡ ردار łٮ و ۱ ،۰ łٮńٮ ĥرٮ ĥه ٮ łٮ ه، ğموٮ ğٮ سه ğںńاٮ در ٮĪى ğٮ ğح و ğعص مع. łح ĥحٮĥٮ طى ğح
O(۳) و O(۲) د؛ ğعدى اٮ łسه ٮ اى ğص ğڡ و حه ğصڡ كĸهدارِ ğٮ ĥهٮ łح دوراںğ هاى SO(۳) و SO(۲) دسى. ğهٮ ,SO(n)،كĸروه هاى O(n), SU(n), U(n) امل Īس ٮĥعمٮńم ها د. ğدارٮ ٮńوسٮĥه Ŋٮ هٔ ğمؤلڡ دو و رٮğد ńٮĸمى ك ر łدرٮ ğر ńٮ ğٮ را  ها łاٮĥٮ ğار łهاىٮ ğارں ĥڡ ĥٮ د. ğكاره اٮ ğواٮŊٮ ٮĥسىو ğلورٮ له اى، ńالٮĸك لٮńدسى، ĥاڡ د ğٮ ğماٮ ، ğماں ğا ـر ğص ğڡ كĸروه هاى ٮĥلطو ğمح د.كĸروه هاىمٮĥعامد ğٮ ğمى كٮ راهم ğڡ را ڡĥطه اى ğٮ كĸروه ه هاى ğموٮ ğٮ م، ğطĥٮ ğمٮ كل هاى Īس
O(۲), SO(۳), O(۳) و ،n ≥ راى۳ łٮSn اما د، ğلى اٮ łٓاٮSO(۲) S۲و ا. ğاعص راىهمهٔ łٮ ab = ba اكĸر ĥلىاسٮłٓاٮ د.كĸروه ğى اٮńاٮ łح łاٮ łاح ğٮ

ود: Īمى س ه łحńٮ ĥٮ ğٮ ğڡ ğحد اعدهٔ ĥڡ ، ğواروں اٮńى ĥكٮńٮ ğار
ab = ac ⇐⇒ b = c, ba = ca ⇐⇒ b = c.

هر ، ĥاسٮ رڡĥرار łٮ ğڡ ğحد ڡĥاعدهٔ ğوں Ŋح . ĥٮ ğساح كِٮńلى دول łح ٮńا łرٮ ğص دول łح ğواںĥمى ٮ اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه ٮńک راى łدارد.ٮ ر łدرٮ را كĸروه اصر ğعٮ ٮĥمام ار łٮ ٮńک اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ğوںĥسٮ هر و سطر

۴
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ęدں ęحدس ر ęدوںĻٮ ،S۳ در دورها Ļرٮ ęص ده: ģحل س مٮģال
عمل p اول qp در ڡĥرارداد، ĥࢼ łطٮ ٮńم. łاٮ ńٮ łٮ را pq و qp واهٮńم ğمى ح .q = (۱۲) و p = (۱۲۳) ارٮńد ğدĸك łٮ

د. ğمى كٮ
x ۱ ۲ ۳
p(x) ۲ ۳ ۱
q(p(x)) ۱ ۳ ۲

دٮńكĸر: ĥهٮ łح در .qp = ٮŊس(۲۳)
x ۱ ۲ ۳
q(x) ۲ ۱ ۳
p(q(x)) ۳ ۲ ۱

دارد. ĥٮńاهمٮ ĥاٮńعملٮ راى łاح łٮńٮ ĥرٮ ĥٮ ىء، Īس سه ا łٮ حٮĥى .pq = (۱۳) 6= qp ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ

Ğرُاطلاعاٮłٮ اما ک łكوح ِ Ļرٮ ęص دول Ļح ده: ģحل س مٮģال

ٮŊس: ،۳+ ۲ ≡ ۱ (mod ۴) لاً Īمٮ رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در را ۴ هٔ ğماٮ ńٮ Ŋٮ مع łح ا łٮ Z۴ = {۰, ۱, ۲, ۳} كĸروه
+۴ ۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱ ۲ ۳
۱ ۱ ۲ ۳ ۰
۲ ۲ ۳ ۰ ۱
۳ ۳ ۰ ۱ ۲

ğار ĥٮ Īسĸكńاٮ łح ٮńک ğوںĥسٮ و سطر هر د. ğٮ ĥهسٮ ۳, ۲, ۱ łٮńٮ ĥرٮ ĥه ٮ łٮ ،۱, ۲, ۳ واروںğ هاى ؛ ĥاسٮ ر ğصڡ اٮńكĸاههماٮğى łح هار Ŋح ا łٮ ه اى ĥحلڡ روى اٮŊى ńٮ Ŋٮ ال ĥڡ ĥٮ ğاٮ هار Ŋح مى ٮĥواٮğد كĸروه ğںńاٮ ٮńكى: ğر ńٮ ğڡ هٔ ĥكٮ ğٮ . ĥاسٮ و ğعص هار Ŋد.ح ğكٮ ğࢻńوصٮĥٮ را

؟ Ğاسٮ اٮĽى ĻحĻاٮ Ļاحęٮ SO(۳) را łح ٮĽک: ęرĽٮ ęڡ ٮĻا ٮłٮĽوٮęد
كĸاه ğٓاٮ ،ez = (۰, ۰, ۱)T اكĸر رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در را y و x محورهاى حول ه اى łوددرحğٮ ِ ğدوراں دو

Rx(
π
۲ )Ry(

π
۲ )ez = (۱, ۰, ۰)T , Ry(

π
۲ )Rx(

π
۲ )ez = (۰,−۱, ۰)T .

ٮńک ğمكاٮ در اوٮńه اى ğر هٔ ğكاٮĥٮ اٮńىِ łه ح łاٮ łح اساسراٮłطه هاى ĥاوٮ ğڡ ĥٮ ğںńاٮ .RxRy 6= RyRx كلى ه طور łٮ ٮŊس
. ĥاسٮ ٮĥومى ğكواٮ

كįروه ٮĽک ęدروں ĞاٮĽعملٮ ۳ .۱

۵
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ٮĽركįروه ها ęر و Ōدوحęمر كلاس هاى ٮĞى، ģهسęهم ٮ ۱ .۳ .۱

موعهٔ łمح a عٮğصر œدوح ğمر كلاس امٮńم. ğمى ٮ b لهٔ ńه وسٮ łٮ a œدوح ğمر را a′ = bab−۱ عٮğصر ،a, b ∈ G اكĸر
C(a) = {bab−۱ : b ∈ G}

ٮĥماع łاح و د ğدارٮ ğٮ ٮĥراک Īاس ٮńا د ğاٮ ğكساںńٮ اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ٮńا كلاس ها ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ؛ ĥاسٮ ى ğهم ارر راٮłطهٔ ٮńک ğودں łٮ  œدوح ğمر . ĥاراسٮ ĥٮ ğساح كه  اٮğد œدوح ğمر ماٮğى ğر ها ğٮ ĥٮ و ماٮğى ğر ĥٮ Īسĸكńاٮ łح دو Sn در .C(e) = {e} همواره . ĥاسٮ كĸروه كل دراںğٓ ها ،( ğلࢻ ĥٮ ğمح ِ ğممكں محورهاى ا łٮ) ğكساںńٮ اوٮńهٔ ğر ٮńک داراى دوراںğ هاى SO(۳) در د. ğٮ Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس ğكساںńٮ د.دورى ğرٮ ńٮĸمى ك اى łح كلاس ٮńک
ğموں ğٓار د. Īاس łٮ كĸروه ٮńک ود ğح كĸروهى، عمل ğهماں ا łٮ اكĸر مى كĸوٮńٮńم ٮńركĸروه ğر را H ⊆ G اٮĥهى ğٮ موعهٔ łرمحńٮ ğر

: ĥاسٮ ğںńٮ ğٮ Ŋح ٮńركĸروه ğر اه ĥكوٮ
H ≤ G ⇐⇒ h−۱۱ h۲ ∈ H (h۱, h۲ ∈ H),

ارِ ğدĸك ĥٮłاٮ Īٮ ٮĥ هاى Īسĸكńاٮ łح ،Sn در An œوح ğر ٮĥ هاى Īسĸكńاٮ łح ،Z در œوح ğر اعداد ه ها: ğموٮ ğٮ .H ğودں łهى ٮĥاٮ ğٮ رط Īس ه łٮ. ĥٮ łاٮ Īٮ محور ٮńک حول دوراںğ ها و n
د: ğمى كٮ ٮĥولٮńد دورى ٮńركĸروه ğر ٮńک اهى، ğٮ ĥمٮ كĸروه ğار a و ğعص هر

〈a〉 = {e, a, a۲, . . . , aq−۱}, q = ord(a), aq = e.

ٮńركĸروهِ ğر ٮńک همواره gHg−۱ ، ğںńراٮ łٮ ğوں ğر ğاڡ .q | |G| مى دهٮńم ğاں Īس ğٮ عد łٮ Īس ğحłٮ در ؛ ĥاسٮ و ğعص هٔ łٮ ĥمرٮ q .عدد ĥاسٮH ا łٮ œدوح ğمر
ٮĽم ęسارĻٮ ر ęصڡ ęار را S۳ Ōدوح ęمر كلاس هاى ده: ģحل س مٮģال

.(۱۲۳), (۱۳۲) اٮńى ĥسه ٮ دور دو و (۱۲), (۱۳), (۲۳) اٮńى łه ح łاٮ łح سه ،e ğار د ğاٮ ĥارٮ łعٮ S۳ اى ğاعصœدوح ğمر دٮńكĸرى هادهٔ ğراٮ ĥٮ ه łٮ هاده ğراٮ ĥٮ هر ٮŊس ،g(۱۲)g−۱ = (g(۱) g(۲)) دارٮńم g ∈ S۳ هر راى łٮ .۱ كĸام
ود. Īد.مى س ğمى ماٮ اڡĥى łٮ اٮńى ĥسه ٮ دور ٮńک g(۱۲۳)g−۱ = (g(۱) g(۲) g(۳)) ، ğٓاں ه łاٮ Īمس .۲ ه:كĸام łحńٮ ĥٮ ğٮ

C۱ = {e}, C۲ = {(۱۲), (۱۳), (۲۳)}, C۳ = {(۱۲۳), (۱۳۲)}.
ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ ٮĥعداد ،۳ عدد ğںńهمٮ را Ŋح دٮńد واهٮńم ğح لوٮĥر łح كمى د؛ ğوٮ Īمى س ۱ + ۳ + ۲ = ۶ ه ها ğدار ğد.اٮ ğصمى كٮ ğح Īمس ğر ńٮ ğٮ را امعادل ğٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ

ارحŌ ڡĞسمٮĞى ęح كįروه و ģر ęراٮįلاك هٔ Ľٮ ęصĞڡ هم دسٮĞه ها، ۲ .۳ .۱

هم دسٮĥه هٔ ğوٮĸك دو را Ha = {ha : h ∈ H} و aH = {ah : h ∈ H} موعه هاى łمح ،H ٮńركĸروه ğر راى łٮ
و ğعص H هٔ ğدار ğه اٮ łٮ ه ĥهم دسٮ هر د. ğٮ ğمى كٮ ڡĥسٮńم ĥٮ هم ğار دا łح  هاى Īس ğحłٮ ه łٮ را كĸروه واده، ğاٮ ğح دو هر د. ğامٮ ğهمى ٮ łحńٮ ĥٮ ğٮ در دارد؛

|G| = [G : H] |H|, |H| | |G|.

۶
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وٮńسٮńم ğمى ٮ و امٮńم ğمى ٮ رمال ğٮ را ٮńركĸروه ğر ،g ∈ G هر راى łٮ gHg−۱ = H اكĸر . ĥاسٮ Īر ğراٮĸلاك هٔ ńٮ ğصĥڡ ğهماں ğںńاٮ
G/H  ڡĥسمٮĥى œارح ğح ٮńکكĸروه (aH)(bH) = abH عمل ا łٮ هم دسٮĥه ها و ،aH = Ha ĥحالٮ ğںńاٮ در .H ⊴ G

. ĥاسٮ |G|/|H| Īه اس łٮ ĥمرٮ كه ٮğد ğمى سار
دأ Ļمٮ ęںĞمٮ در ارى ęدįام ك ęٮ ٮĽک Ğاوٮ ęڡĞٮ ى: ģسĽراٮĽوٮ و ى ģسęامٓور Ğٮ ģادداسĽٮ

ِ œحńراٮ ڡĥرارداد ğلاڡ ğرح łٮ Ha و aH راى łٮ « ĥراسٮ» و « Ŋٮ Ŋح»  هاى łسٮ Ŋرح łٮ صل، ğڡ ğںńاٮ كĸلٮńسىِ ğاٮ ğں ĥمٮ در
Ha و Ŋٮ Ŋح هٔ ĥهم دسٮ aH ٮńم: ğمى كٮ اده ğڡ ĥاسٮ ğعارڡĥمٮ ڡĥرارداد ğار وه ğر łح ğںńاٮ در د. ğامٓده اٮ ى ğد.امرور ğارى اٮ ğدĸام ك ğٮ ğںńاٮ ğار ڡĥل ĥمسٮ مرٮłوط، ىِ ğاصńرٮ رمول هاى ğڡ همهٔ . ĥاسٮ ĥراسٮ هٔ ĥهم دسٮ

S۳/A۳ عى: Ğواڡ ارحŌ ڡĞسمٮĞى ęح ٮĽک ده: ģحل س مٮģال

łرٮ ğحاصل ص و رد ğڡ ٮńا ĥاسٮ œوح ğر ĥٮ Īسĸكńاٮ łح هر دارد. و ğعص سه A۳ = {e, (۱۲۳), (۱۳۲)} كĸروه
.A۳ ⊴ S۳سŊٮ ؛ ĥاسٮ œوح ğر ارٮńٮĥى Ŋهم ٮ ٮĥ هاى Īسĸكńاٮ łم:حńدارٮ هم دسٮĥه دو ڡĥط ğڡ |S۳|/|A۳| = ۲ ğار .۱ كĸام

A۳, (۱۲)A۳ = {(۱۲), (۱۳), (۲۳)}.
.X۲ = (۱۲)۲A۳ = A۳ كĸاه ğٓاٮ ،X = (۱۲)A۳ اكĸر .۲ كĸام

ٮńک « ğودں łٮ رد ğڡ ٮńا œوح ğر» ٮŊس .S۳/A۳ ∼= Z۲ و ĥاسٮ ğكساںńٮ Z۲ ا łٮ  ڡĥسمٮĥى œارح ğح łرٮ ğص دول łح ه. łحńٮ ĥٮ ğد.ٮ ğمى سار وى ğعص دو كĸروه

ساده كįروه هاى و ęاسار Ļه حĻاٮ Ļح كįروه ، ęمركر ۳ .۳ .۱

ğار ĥاسٮ ĥارٮ łعٮ كĸروه ğمركر
Z(G) = {a ∈ G : ab = ba هر راى łٮ b ∈ G}.

ĥاسٮ هماٮğى وڡĥٮĥى اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ و ğعص ğںńاٮ ٮńم. ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ [a, b] = aba−۱b−۱ ا łٮ را و ğعص دو كĸروهى ğاسار łه ح łاٮ łح
ğں ńٮ ğٮ Ŋهمح د؛ ğوٮ Īس ا łه ح łاٮ łح b و a كه

[a, b]−۱ = [b, a], c[a, b]c−۱ = [cac−۱, cbc−۱].

ها ğاسار łه ح łاٮ łح ğںńاٮ اهىِ ğٮ ĥمٮ  هاى łرٮ ğحاصل ص ٮĥمام ğار ،G′ = [G,G] ، ğاسار łه ح łاٮ łح ٮńركĸروه ğر ٮńا ĥࢼ ĥٮ Īمس ٮńركĸروه ğر.G′ ⊆ H وماً ğلر د، Īاس łٮ لى łٓاٮG/H اكĸر واڡĥع در ؛ ĥاسٮ لى łٓاٮG/G′ ىِ ĥسمٮĥڡ  œارح ğح . ĥاسٮ رمال ğٮ و ود Īمى س ٮĥه ğساح.S ′
n = An دارٮńم ،n ≥ ۲ ا łٮ Sn راى łٮ

ٮńركĸروه ğر صل، ğڡ در ٮĥه ğه كاررڡ łٮ ِ ğࢻńعرٮĥٮ در ٮńمه ساده ğٮ كĸروه دارد؛ ğٮ دٮńهى łاٮ ğٮ سرهٔ رمالِ ğٮ ٮńركĸروه ğر ساده ٮńركĸروهكĸروه ğر ،A۴ ر łٮ ğوں ğر ğاڡ ،S۴ راى łٮ مى دهد. ه łحńٮ ĥٮ ğٮ را ğودں łمه ساده ٮńٮ ğٮ ، ğودں łسساده ٮŊٮ دارد. ğٮ دٮńهى łاٮ ğٮ لىِ łٓاٮ رمالِ ğسادهٮ رد، łمح رمال ğٮ ٮńركĸروه هاى ğر ر ğط ğمٮ ğار SO(۳) كĸروه .S۴/V۴ ∼= S۳ و دارد ود łوح ğر ńٮ ğٮ V۴ وى ğهارعص Ŋح رمالِ ğٮ
. ĥاسٮ

۷
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S′۳؟ = A۳ را łح ده: ģحل س مٮģال

ğاسار łه ح łاٮ łح هر ٮŊس ، ĥاسٮ لى łٓاٮ ٮĥصوٮńر . ĥاسٮ ٮĥى ğحńهمرٮ sgn : S۳ → {±۱} ĥعلامٮ ĥٮ Īاسĸك ğٮ .۱ S.كĸام ′۳ ⊆ A۳ و دارد +۱ ĥم:علامٮńٮ ğمى كٮ اده ğڡ ĥاسٮ هاده ها ğراٮ ĥٮ ٮńرى ğد Ŋٮ ğواروں ğار ،b = (۲۳) و a = (۱۲) راى łٮ .۲ كĸام
[a, b] = (۱۲)(۲۳)(۱۲)(۲۳) = (۱۳۲),

. ĥاسٮ A۳ مولدِ .كه ĥاسٮ رڡĥرار łٮ رى łراٮ łٮ ٮŊس A۳؛ ⊆ S ′۳ ، ĥاسٮ A۳ مولد امل Īس S ′۳ ğوں Ŋح ه. łحńٮ ĥٮ ğٮ

ٮĞى ها ęحĽودرٮ ęح ۴ .۳ .۱

ٮĥى، ğحńودرٮ ğح هر .τ(ab) = τ(a)τ(b) كه ĥاسٮ τ : G → G اى ĪوسŊٮ و ه ٮńک łک ٮńٮ ĥٮ Īاسĸك ğٮ ٮĥى ğحńودرٮ ğح. ĥاسٮ دروٮğى ٮĥى ğحńودرٮ ğح ٮńک τg(a) = gag−۱ ĥٮ Īاسĸك ğٮ ،g ∈ G راى łٮ د. ğمى كٮ ğط ğحڡ را واروںğ ها و دروٮğى،هماٮğى ٮĥى هاى ğحńودرٮ ğح ٮĥمام لى، łٓاٮ كĸروه در د. ğدارٮ ام ğٮ ٮńروٮğى łٮ د، ğٮ ĥسٮńٮ ğٮ ĥصورٮ ğںńاٮ ğار كه ٮĥى هاٮńى ğحńودرٮ ğد.ح ğى اٮğهماٮ
Z۵ ٮĞى هاى ęحĽودرٮ ęح ده: ģحل س مٮģال

τ(m) = km كĸاه ğٓاٮ ،τ(۱) = k اكĸر ود: Īمى س ğںńٮ ńعٮĥٮ ۱ ٮĥصوٮńر ا łٮ Z۵ معى łح كĸروه ىِ ĥٮ ğحńهمرٮ د.هر ğمى روٮ ر ğصڡ ٮłه اصر ğعٮ ٮĥمام ĥصورٮ ğںńاٮ ر ńٮ ğع در ğوں Ŋح د، Īاس łٮ k 6= ۰ اٮńد łٮ ٮĥى ğحńودرٮ ğح راى łٮ .(mod ۵)
دٮńل łٮ ĥٮ ۵ هٔ ğماٮ ńٮ Ŋٮ łرٮ ğص ٮłه ٮĥى ها ğحńودرٮ ğح łٮńركٮĥٮ .k = ۱, ۲, ۳, ۴ ا łٮ ر ğاط ğٮ ĥمٮ دارٮńم، ٮĥى ğحńودرٮ ğح هار ŊسحŊٮ

ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ود؛ Īمى س
Aut(Z۵) ∼= Z×۵ ∼= Z۴.

اںęٓ ها ĻٮĽركٮĞٮ  هاى ģروس و كįروه ها ęاںĽمٮ رواٮĻط ۴ .۱

،φ(e۱) = e۲ ود ğه ح łودٮ ğح .φ(ab) = φ(a)φ(b) اكĸر ĥاسٮ ٮĥى ğحńهمرٮ φ : G۱ → G۲ ĥٮ Īاسĸك ğٮ ٮĥى. ğحńروهىهمرٮĸركńٮ ğر ،kerφ = {a : φ(a) = e۲} هسٮĥه، . ĥاسٮG۲ ğار ٮńركĸروهى ğر imφ ٮĥصوٮńر و ،φ(a−۱) = φ(a)−۱

. ĥاسٮ رمال ğٮ
ĥسٮ ğحğٮ ادى ńٮ ğٮ łٮ هٔ ńٮ ğصĥڡ وٮńسٮńم. ğمى ٮ G۱ ∼= G۲ و مى كĸوٮńٮńم ٮĥى ğحńكرٮńٮ را دوسوٮńى ٮĥىِ ğحńهمرٮ ٮĥى. ğحńكرٮńدٮńوٮĸمى ك ٮĥى ğحńكرٮńٮ

G۱/ kerφ ∼= imφ.

و  اٮğد łٮĥمرٮ  هاى œوح ğر G۱ ×G۲ اى ğاعص ٮńم. ĥڡ ĥمسٮ łرٮ ğص
(a۱, a۲)(b۱, b۲) = (a۱b۱, a۲b۲), (e۱, e۲), (a۱, a۲)−۱ = (a−۱۱ , a−۱۲ ).

łرٮ ğص ğار رمال ğٮ ٮńركĸروهى ğر ٮńعى łطٮ ه طور łٮ عامل هر ؛ ĥاسٮ ه ها łٮ ĥمرٮ łرٮ ğحاصل ص ٮńم، ĥڡ ĥمسٮ łرٮ ğص هٔ łٮ ĥمرٮ. ĥاسٮ ٮńم ĥڡ ĥمسٮ
۸
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τaτb = كه ه اى ğوٮĸه ك łٮ ٮńم، Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس τa ∈ Aut(G۲) ٮĥى ğحńودرٮ ğح a ∈ G۱ هر راى łٮ اكĸر ٮńم. ĥڡ ĥمه مسٮńٮ ğٮ łرٮ ğم:صńٮ ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ را ٮńر ğر وردهٔ ğح řحńٮ Ŋٮ łرٮ ğص ،τa−۱ = τ−۱a و τab
(a, x)(b, y) = (ab, x τa(y)).

łرٮ ğص ğهماں ğںńاٮ . ĥاسٮ ĥٮ ğحńكرٮńٮ اول عامل ا łٮ ، ğٓاں ر łٮ  ڡĥسمٮĥى œارح ğح و ĥاسٮ رمال ğٮ دوم عامل ار، ĥٮ ğساح ğںńاٮ دهدر Īس łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ĥاوٮ ğڡ ĥمٮ عامل دو ğںĥٮ Īوسğٮ łٮńٮ ĥرٮ ĥٮ دأ łمٮ ğںĥمٮ در ؛ ĥاسٮ œحńراٮ ڡĥرارداد در G۲ ⋊ G۱ ٮńم ĥڡ ĥمه مسٮńٮ ğٮ. ĥاسٮ
ģلٮ ģمٮ ٮĽک ęارں ĞڡĞٮ ٮĞا ٮĽم Ğڡ Ğمه مسٮĽٮ ęٮ Ļرٮ ęص ęار ده: ģحل س مٮģال

، łٮ ğحĥٮ ğمٮ ِ łاٮĥٮ ğار łٮ ٮńک ğار حاصل  هاى łاٮĥٮ ğار łٮ و Z۳ = 〈r | r۳ = e〉 م ğطĥٮ ğمٮ Īلٮ Īمٮ دوراںğ هاى .كĸروه ĥاسٮ srs−۱ = r−۱ هٮğدسى راٮłطهٔ رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در را ،Z۲ = 〈s | s۲ = e〉
ه łحńٮ ĥٮ ğٮ در ود. Īمى س ٮĥه Īوسğٮ j = ۰, ۱ ،i = ۰, ۱, ۲ ا łٮ risj كل Īس ه łٮ ğارں ĥڡ ĥٮ هر

(risj)(rksℓ) = r i+(−۱)jksj+ℓ,

Īلٮ Īمٮ ارںğ هاى ĥڡ ĥٮ وىِ ğعص  Īس Īس كĸروه ٮŊس .۲ و ۳ هٔ ğماٮ ńٮ Ŋٮ ٮĥواںğ هاى ا łٮ
D۳ ∼= Z۳ ⋊ Z۲ ∼= S۳

اولى ؛ ĥاسٮ łاٮĥٮ ğار łٮ ور ğحص كĸام ğهٮ k ğدں Īى س ğڡ ğمٮ ğهماں Z۳ × Z۲ ∼= Z۶ ا łٮ كĸروه ğںńاٮ ĥاوٮ ğڡ ĥٮ . ĥاسٮ. ĥاسٮ لى łٓاٮ دومى و اٮńى łح łاٮ łاح ğٮ

ęماں ęا ـر ęص ęڡ ارںę هاى ĞڡĞٮ ٮĽک: ęرĽٮ ęڡ ٮĻا ٮłٮĽوٮęد
د: ğمى كٮ ر Īاٮ a ڡĥال ĥٮ ğاٮ ردار łٮ ر łٮ R ğدوراں عدى، łسه ٮ لٮńدسىِ ĥاڡ كĸروه در
(R, a)(S,b) = (RS, a+Rb).

Īسńٮ Ŋٮ سم łح ٮńک اٮńىِ łه ح łاٮ łح ğوں Ŋح ٮńم؛ ĥڡ ĥمسٮ łرٮ ğص ٮğه ، ĥاسٮ R۳ ⋊ SO(۳) ٮńم ĥڡ ĥمه مسٮńٮ ğٮ łرٮ ğص ٮńک ğںńاٮ. ĥسٮńٮ ğٮ ğكساںńٮ ğدوراں ğار ٮŊس سم łح ğهماں اٮńىِ łه ح łاٮ łح ا łٮ ğدوراں ğار

كįروهى عمل و كįروه ٮĽک  هاى Ğٯ ĞحڡĞٮ ۵ .۱

مى دهٮńم ĥٮ łسٮğٮ ϕg : X → X دوسوٮńىِ ĥٮ Īاسĸك ğٮ ٮńک g ∈ G هر ه łٮ ،X موعهٔ łمح روى كĸروه ٮńک ĥࢼĥحڡĥٮ راى łٮ
كه ه اى ğوٮĸه ك łٮ

ϕe = IdX , ϕg۱ ◦ ϕg۲ = ϕg۱g۲ , ϕg−۱ = (ϕg)
−۱.

مى اٮńٓد: ٮŊدٮńد ğٓاں ğار ٮńعى łطٮ هوم ğمڡ د ğٮ Ŋح مى كĸوٮńٮńم. ğر ńٮ ğٮ كĸروهى عمل ار، ĥٮ ğساح ğںńاٮ ه łٮ
.O(x) = {ϕg(x) : g ∈ G} ڡĥطه: ğٮ ٮńک مدار

.Hx = {g ∈ G : ϕg(x) = x} كĸردى): ğهمساٮ (كĸروه ğدارسارńاٮ Ŋٮ

۹
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.Xg = {x ∈ X : ϕg(x) = x} :g و ğعص ٮńک ĥٮłاٮ Īٮ اط ĥڡ ğٮ
مدارهاى ه łٮ Xرا موعهٔ łمح و ĥاسٮ ى ğهم ارر راٮłطه اى ،gکńٮ دسٮĥ كم راى łٮ y = ϕg(x)اى ğمعٮ ه łٮ x ∼ y طهٔ łراٮ
.|O(x)| = [G : Hx] اهى، ğٮ ĥمٮ كĸروه راى łٮ و ĥاسٮ ٮńركĸروه ğر ڡĥطه ğٮ هر ِ ğدارسارńاٮ Ŋٮ د. ğمى كٮ ڡĥسٮńم ĥٮ هم ğار دا łح
ٮńک ğمكاٮ در د. ğوٮ Īمى س اهر ğط ğار ğڡ اى ğص ğڡ ىِ ğوٮ ğكاٮ ĥلاٮńدٮ łٮ ĥٮ كل Īه س łٮ معمولاً كĸروه ها لٮĥوٮğى، ńهامٮ ٮńک ğمكاٮ طىِدر ğح ٮĥحڡĥࢼĥ هاى ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ د؛ ğمى كٮ مهم را ( ĥرٮ łلٮ ńهٮ (معمولاً ردارى łٮ ِĥحالٮ اى ğص ğڡ هى، ğرهم ٮ łٮ اصل ٮĥومى، ğود.كواٮ łٮ د ğواهٮ ğح ما اصلى ار ğر łاٮ ماٮńى ها، ğٮ ğار łٮ ٮńعٮğى كĸروه،

ęدارسارĽاٮłٮ ـ مدار ٮĽهٔ ęصĞڡ و رٮęكįى ģلٮģمٮ ده: ģحل س مٮģال

رأس۱ مدار د. ğمى كٮ Xعمل = {۱, ۲, ۳} موعهٔ łمح روى S۳ كĸروه امٮńد. ğٮ łٮ ۱, ۲, ۳ ا łٮ را Īلٮ Īمٮ رأس رد.سه łٮ łٮ واه ğدلح رأس هر ه łٮ را ğٓاں كه دارد ود łوح ٮĥى Īسĸكńاٮ łح ٮńرا ğر ، ĥاسٮX H۱.كل = {e, (۲۳)} دارد: عٮğصر دو رأس۱ ğدارسارńاٮ Ŋٮ .۱ ٮŊسكĸام .۲ كĸام
|O(۱)| = |S۳|

|H۱|
=
۶
۲ = ۳,

رأس ها. ٮĥعداد هٔ ğدار ğه اٮ łٮ اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ
ٮŊس دارد؛ كĸه ğٮ ĥٮ łاٮ Īٮ را رأس۱ g−۱hg كه مى دارد كĸه ğٮ ĥٮ łاٮ Īٮ را y ماٮğى ğر h كĸاه ğٓاٮ ،y = g · ۱ اكĸر .۳ كĸام

. ĥاسٮ مدار ٮńک ڡĥاط ğٮ هاى ğدارسارńاٮ Ŋٮ ğودں łٮ  œدوح ğمر ĥعلٮ ğهماں ğںńاٮ .Hy = gH۱g−۱

؟ Ğاوٮ ęڡĞمٮ عاً Ğواڡ ى ęرĽامٓٮ  įکęرٮ د ęٮ łح ى: ģمارس ģس ģسĽماٮ ęٓار ٮĽک ده: ģحل س مٮģال

دٮńد łح ى ğر ńامٓٮ  ĸکğرٮ ، Īلٮ Īمٮ ğدں ğاٮ ğرح Ŋح ٮńد؛ ğٮ ğر łٮ ĸکğرٮ ٮńد ğسڡ و اه ńسٮ ĸکğرٮ دو ا łٮ را م ğطĥٮ ğمٮ ِĪلٮ Īمٮ ٮńک دارد.رأس هاى و ğعص سه C۳ ğدوراں كĸروه ود. Īمى سğٮ łارد.محسوٮ ğدĸمى ك ĥٮłاٮ Īٮ را ى ğر ńامٓٮ  ĸکğرٮ ۲۳ = ۸ هر هماٮğى .۱ د؛كĸام ğٮ Īاس łٮ ĸکğک رٮńرأسٮ سه هر كه ٮğمى دهد ر ńٮ ńٮ ğع ĥٮ را ى ğر ńامٓٮ  ĸکğرٮ ماٮğى ğر ها ğٮ ĥٮ ۲۴۰◦ ٮńا ۱۲۰◦ ğدوراں هر .۲ د.كĸام ğدارٮ ĥٮłاٮ Īٮ ĥحالٮ ۲ ود:ٮŊسهركدام Īمى س ĥاٮ łٮ Īاٮ صل ğڡ ٮĥهاى ğاٮ مساٮٔل در كه مدارها، Īمارس Īس لم ا łٮ .۳ كĸام

مدارها# = ۸+ ۲+ ۲۳ = ۴.

ğار ل łٮ ĥڡ ى: ğاصńرٮ ىِ ğوح Īس ملهٔ łح داد. Īسńماٮ ğٮ ۰, ۱, ۲, ۳ اه ńسٮ رأس هاى ٮĥعداد ا łٮ ğواںĥمى ٮ را ĥحالٮ هار Ŋد!ح ğده اٮńٮ ğرح Ŋح ڡĥط ğڡ اںğٓ ها ٮĥاى هار Ŋح ٮńد ğٮ ńٮ łٮ łٮ اول كĸى، ğرٮ Īلٮ Īمٮ مدل ĥٮ Īهس رٮńد ğح

ٮęدارد را ģاصلى اس ِ Ļصاحٮ ٮęامِ اهراً ęط كه لمى ٮĞارٮĽحęى: Ğٮ ģادداسĽٮ
كارهاى در ğٓاں ğں ńٮ Īسńٮ Ŋٮ صورٮĥ هاى اما ود، Īمى س امٮńده ğٮ رٮğساٮńد» łٮ «لم معمولاً مدارها Īمارس Īس رمول ğـڡ ى Īكوس «لم ام ğٮ ر، ĥٮ  ĥࢼńٮ ĥدڡ ىِ ğحńارٮ ĥٮ رواٮńٮĥ هاى در ود. Īمى س دٮńده ٮńوس ğٮ łروٮ ğڡ سٮŊس و ى Īهكوس Īسńهمٮ ĥاٮńٮ ğاصńرٮ ارىِ ğدĸام ك ğٮ ğحńارٮ ĥٮ كه ĥاسٮ ğںńاٮ ٮńاداوٓر Īهورس Īمس ام ğٮ مى رود؛ ه كار łٮ ğر ńٮ ğٮ ٮńوس» ğٮ łروٮ ğڡ
(.Encyclopedia of Mathematics, Burnside Lemma ع: łٮ ğمٮ) . ĥسٮńٮ ğٮ رمول ğڡ ودِ ğح ه سادكĸىِ łٮ

۱۰
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كįروه ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ ۶ .۱

ĥٮ Īاسĸك ğٮ ،V روى G ğار طى ğح ماٮńى ğٮ ğار łکٮńٮ د. Īاس łٮ C ٮńا R ر łٮ ردارى łٮ اٮńى ğص ğڡ V ٮńد ğكٮ ğرص ğڡ
D : G −→ GL(V ), D(e) = ۱, D(g۱g۲) = D(g۱)D(g۲)

ٮńكاٮğى عملكĸر ه łٮ هماٮğى ها ğٮ ĥٮ اكĸر . ĥاسٮ V ُعد łٮ ğهماں ماٮńى، ğٮ ğار łٮ ُعد łٮ .D(g−۱) = D(g)−۱ ه łحńٮ ĥٮ ğٮ در ؛ ĥواهداسٮ ğح ادار ğاوڡ ğٮ ĥصورٮ ğںńاٮ ر ńٮ ğع در ؛ ĥاسٮ ادار ğىوڡńماٮ ğٮ ğار łٮ د، Īاس łٮ ه ٮńک łک ٮńٮD اكĸر ğٓاں معادل ٮńا ود، Īس اده ĥرسٮ ğد.ڡ Īاس łٮ ğلࢻĥٮ ğمح عاد łاٮ ا łٮ مٮĥعددى ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ داراى كĸروه ٮńک ĥاسٮ ğممكں ود. łٮ
ردارى łٮ اى ğص ğڡ كرد: دٮńل łٮ ĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ه łٮ ğواںĥمى ٮ ğر ńٮ ğٮ را ردارى łٮ ار ĥٮ ğساح اڡĥد ğڡ موعه اى łمح روى كĸروهى عمل ٮńمٮńک ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ و ٮńم ğمى سار {|x〉 : x ∈ X} صورى اٮńهٔ Ŋٮ ا łٮ را F[X]

D(g)|x〉 = |g · x〉,

ماٮńى ğٮ ğار łٮ ه łٮ را Xما = G łاٮ ğحĥٮ ğاٮ مى دهٮńم. Īرسĥسٮĸك اٮńه ها Ŋٮ طىِ ğهاىح  łٮńركٮĥٮ ه łٮ ğودں łطى ٮ ğح ا łٮ را د.سٮŊسعمل ğمى رساٮ م ğطĥٮ ğمٮ
د؟ ģاسĻٮ ادار ęاوڡęٮ مى ٮĞواٮęد ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĽک را łح ده: ģحل س مٮģال

ٮńد ğكٮ ğࢻńعرٮĥٮ و رٮńد ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در را Z۴ دورى كĸروه
D(k) = (−۱)k (k = ۰, ۱, ۲, ۳).

. ĥاسٮ C روى ٮńک ٮłُعدى ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک ğںńاٮ ،(−۱)k+ℓ = (−۱)k(−۱)ℓ ğوں Ŋح .۱ ماٮńىكĸام ğٮ ğار łٮ و د ğوٮ Īمى س اده ĥرسٮ ğڡ ماٮĥرٮńس ٮńک ه łٮ ĥاوٮ ğڡ ĥمٮ عٮğصر دو ٮŊس .D(۰) = D(۲) = ۱ .۲ كĸام
. ĥسٮńٮ ğٮ ادار ğىوڡĥٮ ğحńكرٮńٮ هٔ ńٮ ğصĥڡ ؛ ĥاسٮ {+۱,−۱} ∼= Z۲ اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ğٓاں ٮĥصوٮńرِ . ĥاسٮ {۰, ۲} ماٮńى ğٮ ğار łٮ هٔ ĥهسٮ .۳ ,Z۴/{۰.كĸام ۲} ∼= Z۲ را Ŋح مى دهد ٮńح ğوصĥٮ

راسٔ سه روى عمل ęار S۳ ٮĞىِ ģسįكĽاٮ Ļح ٮęماٮĽى ęارĻٮ ده: ģحل س مٮģال

دارٮńم p = (۱۲۳) راى łٮ ٮńم. ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮD(p)ej = ep(j) و رٮńم ńٮĸمى ك e۱, e۲, e۳ را V = C۳ اٮńهٔ Ŋٮ

D(p) =

۰ ۰ ۱۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰

 , D(p)۳ = I۳.

:s = (۱۲) راى łٮ

D(s) =

۰ ۱ ۰۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱

 , D(s)۲ = I۳.

ماٮńى ğٮ ğار łٮ ğوں ğاٮ ĥڡ ٮŊس D(p)D(q)ej؛ = ep(q(j)) ٮńم ğداٮ łٮ ĥاسٮ ى ğكاڡ ماٮĥرٮńس، Īس Īس ِ ğكردں  łرٮ ğص اى łه ح łراىٮ łٮ ى ğحğسرٮ ğںńاٮ د؛ ğمى ماٮ ĥٮłاٮ Īٮ ماٮĥرٮńس ها ğںńاٮ همهٔ در (۱, ۱, ۱)T ردار łٮ . ĥاسٮ رڡĥرار łٮ ودكار ğح ه طور łٮ

۱۱
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. ĥاسٮ ٮńرى ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ

معادل ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ ۷ .۱

ود łوح S : V → V ′ ٮńر ğد Ŋٮ ğواروں طىِ ğح ĥٮ Īاسĸك ğٮ اكĸر مى كĸوٮńٮńم معادل را V ′ ′Dروى و V Dروى ماٮńى ğٮ ğار łٮ دو
كĸروه اصر ğعٮ ٮĥمام راى łٮ كه د Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس

D′(g) = SD(g)S−۱

عمل ار ĥٮ ğساح ِ ğودں łكى ٮńٮ ارهٔ łدرٮ لكه łٮ ، ĥسٮńٮ ğٮ ماٮĥرٮńس ها اهرى ğط كل Īس ارهٔ łدرٮ ğودں łمعادل ٮ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ د. Īاس łٮ رڡĥرار łكرد.ٮ دى ğٮ łه ٮ ĥدسٮ ى ğهم ارر ğںńهمٮ حد ٮĥا را ماٮńى ها ğٮ ğار łٮ ğواںĥمى ٮ . ĥاسٮ ĥصاٮĥٮ ğمح كĸاه ĥدسٮ دو در كĸروه
ٮĽک ęرĽٮ ęڡ ٮĽٮĽر ęعĞٮ ęدوںĻٮ ٮłاٮĽه، ęصĽعوٮĞٮ ده: ģحل س مٮģال

ماٮĥرٮńس رٮńد. ńٮĸك łٮD(s) = diag(۱,−۱) ا łٮ را Z۲ = {e, s} ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ

S =
۱√۲
(
۱ ۱
۱ −۱

)
, S−۱ = S

مى دهد: ٮńم ĥڡ ĥمسٮ هٔ łمحاسٮ . ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ ğواروں

SD(s)S−۱ =

(
۰ ۱
۱ ۰

)
= σx.

را ه ğمؤلڡ «دو دٮńكĸرى اٮńهٔ Ŋٮ در د، ğرداٮĸرمى ك łٮ را دوم» هٔ ğمؤلڡ ĥعلامٮ» اٮńه Ŋٮ ٮńک در كه ماٮńى اى ğٮ ğار łٮ د.ٮŊس ğمعادل اٮ ماٮńى ها ğٮ ğار łٮ اما د ğاٮ ĥاوٮ ğڡ ĥمٮ ماٮĥرٮńسى Īسńماٮ ğٮ دو د. ğمى كٮ ا» łه ح łاٮ łح

مٮĞعامد و ٮĽكاٮęى ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ ۸ .۱

را ماٮńى ğٮ ğار łٮ د، Īاس łٮ ğهر łمح ٮńڡĥى) ĥحڡ ĥحالٮ (در ğارں ĥڡ ĥمٮ ٮńا ٮĥلط) ğمح ĥحالٮ (در ٮĥى ńهرمٮ لىِ ğداح łرٮ ğص ٮłه V اكĸراكĸر ٮńم ğواٮ ğمى ح مٮĥعامد ٮńا ٮńكاٮğى
〈D(g)x,D(g)y〉 = 〈x, y〉 (g ∈ G, x, y ∈ V ).

ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ همهٔ ود. Īلمى سńدٮ łٮ ĥٮD(g)TD(g) = I D(g)†D(g)ٮńا = I ه łرطٮ Īس ğںńاٮ ار، łح ğعامدهٮĥمٮ اٮńهٔ Ŋٮ كĸروه هاىدر ارهٔ łدرٮ كرد؛ ٮńكاٮğى لى، ğداح łرٮ ğص łاسٮ ğمٮ ٮńر ńٮ ğع ĥٮ ا łٮ ğواںĥمى ٮ را C روى اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه هاى ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥى هاىمٮńماٮ ğٮ ğار łٮ رعكس، łٮ . ĥاسٮ ğںńٮ ğٮ Ŋح ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ معمولِ راٮńط Īس و ٮńوسٮĥكĸى Ŋٮ ğرص ğڡ ا łٮ ğر ńٮ ğٮ رده Īس ğد.ڡ ğٮ ĥسٮńٮ ğٮ ٮńكاٮğى اماً ğالر ٮĥس ğلورٮ كĸروه دٮńهىِ łٮ ر ńٮ ğع ُعدِ łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ

۱۲
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كįٮĽںę كįٮĽرى ęاٮ Ľمٮ ٮĻه وسٮĽلهٔ ٮęاوردا لىِ ęداح Ļرٮ ęص Ğٮęساح ده: ģحل س مٮģال

ğں ńمعٮ ĥٮ łٮ Īمٮ لىِ ğداح łرٮ ğص هر 〈·, ·〉۰ و د Īاس łٮ اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه ٮńک ماٮńىِ ğٮ ğار łٮD : G→ GL(V ) ٮńد ğكٮ ğرص ğمڡńٮ ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ ه. ńاولٮ
〈u, v〉G =

۱
|G|

∑
g∈G

〈D(g)u,D(g)v〉۰.

 هاى łرٮ ğص ِ ğں ńٮĸك ğاٮ ńمٮ ğوں Ŋح ، ĥاسٮ طى ğادحŊٮ ٮńا طى ğح ورودى هر ه łٮ ĥٮ łسٮğٮ و ٮĥى ńهرمٮ ĥارٮ łعٮ ğںńاٮ .۱ .كĸام ĥاسٮ لى ğداح.〈u, u〉G > ٮŊس۰ ود؛ Īمى س ‖D(g)u‖۲۰ > ۰ Īاعٮ łٮD(g) ٮńرىِ ğد Ŋٮ ğواروں ،u 6= ۰ اكĸر .۲ كĸام
دارٮńم h ∈ G راى łٮ .۳ كĸام

〈D(h)u,D(h)v〉G =
۱
|G|

∑
g

〈D(gh)u,D(gh)v〉۰.

łرٮ ğسصŊٮ ود. Īمى س ر łراٮ łٮ ه ńاولٮ دار ĥمڡ ا łٮ موع łمح ğںńاٮ ، ĥاسٮ كĸروه اصر ğعٮ ğار ٮĥى Īسĸكńاٮ łح g 7→ gh ğوں Ŋهٔحńاٮ Ŋٮ łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ا łٮ .D(h)†MD(h) = M د، Īاس łٮM ğٓاں كĸرام ماٮĥرٮńس هاى اكĸر ؛ ĥاورداسٮ ğٮ دٮńد łح لىِ ğد.داح ğوٮ Īمى س D(h)ٮńكاٮğى ٮĥمام ،M ه łٮ ĥٮ łسٮğٮ ار łح ğعامدهٮĥمٮ

؟ Ğاسٮ همراه ĞٮĽٮęكاٮĽٮ ٮĻا ٮĞومى ęكواٮ ęارں ĞڡĞٮ را łح ٮĽک: ęرĽٮ ęڡ ٮĻا ٮłٮĽوٮęد
در د. ğٮ ğمى كٮğٮ ر ńٮ ńٮ ğع ĥٮ ğارں ĥڡ ĥٮ ĥحٮĥٮ |〈ψ|ϕ〉|۲ احٮĥمال هاى ٮŊس د، ğمى كٮ ğط ğحڡ را لى ğداح łرٮ ğص ĥٮńٮ ğكاٮńلٮńدٮ łٮ ĥٮ احٮĥمال اٮńسٮĥكĸى Ŋٮ ارهٔ łدرٮ ٮńكى ğر ńٮ ğڡ رطى Īس ه łٮ ى ğاصńرٮ اعىِ ğر ĥٮ ğاٮ اهراً ğط ادعاى ٮńک كه ĥاسٮ łح ğںńود.همٮ Īمى س

ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĽک ماٮĞرٮĽس هاى ۹ .۱

łٮńراٮ ğص ا łٮ D(g)را عمل ٮńم، ğكٮ łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ğٓاں راى łٮ اٮńه اى Ŋٮ {ej}nj=۱ و د Īاس łٮ ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ V اكĸر

D(g)ej =
n∑
i=۱

Dij(g)ei

دٮńل łٮ ĥٮ ماٮĥرٮńسى łرٮ ğص ٮłه كĸروهى ğوں ğاٮ ĥڡ و ĥاسٮ ğوںĥسٮ ماٮńهٔ ğٮ j و سطر ماٮńهٔ ğٮ i ڡĥرارداد، ğںńاٮ در ٮńم. ğمى كٮ ğاں ńٮ łود:ٮ Īمى س
Dij(g۱g۲) =

∑
k

Dik(g۱)Dkj(g۲), Dij(e) = δij.

D′(g) = łاسٮ ğمٮ ارى ğدĸه كńاٮ Ŋٮ ڡĥرارداد ا łٮ د؛ ğوٮ Īمى س ğوںĸركĸدك ه łاٮ Īسĥٮ دٮńل łٮ ĥٮ ا łٮ ماٮĥرٮńس ها ٮńر، ğد Ŋٮ ğواروں اٮńهٔ Ŋٮ ر ńٮ ńٮ ğع ĥٮ مٮĥعامددر ٮńا ٮńكاٮğى ماٮńى ğٮ ğار łٮ ماٮĥرٮńس هاى د، ğٮ Īاس łٮ ار łح ğعامدهٮĥمٮ دو هر اٮńه Ŋٮ و لى ğداح łرٮ ğص اكĸر .SD(g)S−۱

ود. łٮ د ğواهٮ ğح

۱۳
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ٮłاٮĽه ٮĽر Ľٮ ęعĞٮ ĞحٮĞٮ ęاں ęٮ ĽرمٮĞدٮ و رد ده: ģحل س مٮģال

رد: ğودں łه اى ٮ ğرح Ŋح ا łٮ .A′ = SAS−۱ دارٮńم ،S ٮńر ğد Ŋٮ ğواروں ماٮĥرٮńس هر راى łٮ
TrA′ = Tr(SAS−۱) = Tr(AS−۱S) = TrA.

łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ه łٮ ğاں ğٮ ńرمٮĥدٮ و رد ه، Īرńوٮ ادٮńر ĥمڡ ٮŊس .detA′ = detS detA detS−۱ = detA ğں ńٮ ğٮ Ŋرهمحĥكاراكٮ را Ŋح مى دهد ٮńح ğوصĥٮ ğرńماٮĥٮ ğںńاٮ د. ğمى كٮ ٮńر ńٮ ğع ĥٮ A۱۲عموماً دراٮńهٔ لاً Īمٮ اما د. ğٮ ĥسٮńٮ ğٮ ه ĥسٮ łواٮ اٮńه Ŋٮ. ĥاسٮ دى ğمٮĥدرٮĥڡ دىِ ğٮ łه ٮ ĥڡ łطٮ ار ğر łاٮ ود، Īمى س ğࢻńعرٮĥٮ رد łحسٮ ٮłر كه ماٮńى، ğٮ ğار łٮ ٮńک

ٮęماٮĽى ها ęارĻٮ روى ĞاٮĽعملٮ ۱۰ .۱

: ĥٮ ğساح دٮńكĸر ماٮńى ğٮ ğار łٮ سه ğواںĥمى ٮD(g) ماٮĥرٮńسى ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک راى łٮ
D∨(g) =

(
D(g)T

)−۱
= D(g−۱)T , D♯(g) =

(
D(g)†

)−۱
, D(g) = D(g)∗.

امٮńده ğلطٮĥٮ ğمح œدوح ğمر ماٮńى ğٮ ğار łٮ و ğاںĸدوك ٮĥىِ ńهرمٮ ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ ٮŊادورداٮńى، ٮńا ğاںĸدوك ماٮńى ğٮ ğار łٮ łٮńٮ ĥرٮ ĥه ٮ łٮ راىاٮńںğ ها łٮ .D∨ = D و D♯ = D ٮńكاٮğى، ماٮńى ğٮ ğار łٮ راى łٮ . ĥاسٮ اول لطِ ĥٮ ğمح œدوح ğمر دوم ماٮńى ğٮ ğار łٮ د. ğوٮ Īمى س.D∨ = D مٮĥعامد، ىِ ĥڡ ńٮ ĥحڡ ماٮńى ğٮ ğار łٮ
لوكى łٮ ĥه صورٮ łٮ V۱ ⊕ V۲ روى ٮńم ĥڡ ĥمسٮ مع łح د، ğٮ Īاس łٮ كĸروه ٮńک ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮD۱, D۲ اكĸر

(D۱ ⊕D۲)(g) =

(
D۱(g) ۰
۰ D۲(g)

)

ğوں ğاٮ ĥڡ ا łٮ V۱ ⊗ V۲ روى اٮğسورى ĥٮ łرٮ ğص و
(D۱ ⊗D۲)(g)(u⊗ v) = D۱(g)u⊗D۲(g)v

. ĥهاسٮ ğٓاں łرٮ ğحاصل ص راٮłر łٮ اٮğسورى ĥٮ łرٮ ğص ُعدِ łٮ و عاد، łاٮ موع łمح ر łراٮ łٮ ٮńم ĥڡ ĥمسٮ مع łح ُعدِ łٮ د. ğوٮ Īمى س ğࢻńعرٮĥٮ
ٮĞد؟ ęمى اڡ ۱۲ ِ ęںĽٮłاسٮ دو ٮĻراى ى Ğاڡ ęڡĞاٮ ه łح ده: ģحل س مٮģال

، ğدوراں ٮńک عمل دارد. ُعد łٮ هار Ŋح C۲ ⊗ C۲ ğں ńٮ Ŋاسٮ دو اى ğص ğڡ ٮŊس ، ĥاسٮ C۲ ğں ńٮ Ŋاسٮ هر اى ğص ğڡ
ğارں ĥڡ ĥمٮ حالٮĥ هاى ، ğںńٮ Ŋاسٮ دو مع łح ا łٮ ود. łٮ واهد ğحD(۱/۲)(R)⊗D(۱/۲)(R)

|۱, ۱〉 = | ↑↑〉, |۱, ۰〉 = | ↑↓〉+ | ↓↑〉√۲ , |۱,−۱〉 = | ↓↓〉

ğارں ĥڡ ĥادمٮ Ŋٮ ĥحالٮ و د، ğٮ ğمى سار سه ٮłُعدى اى ğص ğڡ ٮńر ğر ٮńک
|۰, ۰〉 = | ↑↓〉 − | ↓↑〉√۲

ğں ńٮ ğٮ Ŋح ه ğوٮĸك Ŋح د ğمى دهٮ ٮńح ğوصĥٮ عد łٮ  هاى Īس ğحłٮ . ۱۲⊗ ۱
۲ = ۱⊕۰ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ . ĥاسٮ ُعدى łک ٮńٮ اى ğص ğڡ ٮńر ğر اوٓرٮńم.ٮńک ĥه دسٮ łٮ حالٮĥ ها ğدں ğحدس ر ğدوں łٮ و كاراكٮĥرها ا łٮ را ٮńه اى ğر łحĥٮ

۱۴
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ٮęماٮĽى ęارĻٮ رِ Ğكاراكٮ ۱۱ .۱

عِ łاٮ ĥٮD ماٮńى ğٮ ğار łٮ كاراكٮĥر
χD(g) = TrD(g)

:h ∈ G هر راى łٮ ğں ńٮ ğٮ Ŋهمح . ĥاسٮ اٮńه Ŋٮ ğار ڡĥل ĥمسٮ كاراكٮĥر د، ğمى ماٮ ĥٮłاٮ Īٮ ه łاٮ Īسĥٮ دٮńل łٮ ĥٮ ٮńر ğر رد ğوں Ŋح . ĥاسٮ
χD(hgh

−۱) = Tr
(
D(h)D(g)D(h)−۱

)
= χD(g).

ٮńكاٮğى ماٮńى ğٮ ğار łٮ اكĸر مى كĸوٮńٮńم. كلاسى عِ łاٮ ĥٮ اٮłعى ĥٮ ğں ńٮ ğٮ Ŋح ه łٮ ؛ ĥاسٮ ĥٮłاٮ Īٮ œدوح ğمر كلاس هر روى كاراكٮĥر ٮŊس
ğر ńٮ ğٮ و .χ(g−۱) = χ(g)∗ د، Īاس łٮ

χD۱⊕D۲(g) = χD۱(g) + χD۲(g), χD۱⊗D۲(g) = χD۱(g)χD۲(g).

حد ٮĥا را ماٮńى ğٮ ğار łٮ ر ĥكاراكٮ ،C روى اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه هاى ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ راى łٮ كه مى دهٮńم ğاں Īس ğٮ عدها łد.ٮ ğمى كٮ ğںńٮ ńعٮĥٮ كامل ه طور łٮ ى ğهم ارر
ٮĞى ģسįكĽاٮ Ļح ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĽک رِ Ğكاراكٮ سرٮĽعِ هٔ Ļمحاسٮ ده: ģحل س مٮģال

D(p)ii ڡĥطرى دراٮńهٔ د. ğمى كٮ ا łه ح łاٮ łح را اٮńه ها Ŋٮ ماٮĥرٮńس، هر رأس، سه روى S۳ ٮĥى Īسĸكńاٮ łح ماٮńى ğٮ ğار łٮ در
ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ . ĥاسٮ ر ğصڡ ĥصورٮ ğںńاٮ ر ńٮ ğع در و ،p(i) = i اكĸر ĥاسٮ ۱ ر łراٮ łٮ

χ(p) = #{i : p(i) = i}.

.χ(e) = ٮŊس۳ ارد، ğدĸمى ك ĥٮłاٮ Īٮ را رأس سه هر هماٮğى .۱ χ((۱۲)).كĸام = ٮŊس۱ ارد، ğدĸمى ك ĥٮłاٮ Īٮ را رأس ٮńک هاده ğراٮ ĥٮ هر .۲ χ((۱۲۳)).كĸام = ٮŊس۰ د، ğدارٮ ğٮ ٮĥى łاٮ Īٮ رأس řحńهٮ اٮńى ĥسه ٮ دورهاى .۳ راكĸام ماٮĥرٮńس ها همهٔ د Īاس łٮ ğار ńٮ ğٮ كه ğٓى اٮ łٮ ، ĥاسٮ (۳, ۱, ۰) كلاس، سه روى كاراكٮĥر دول łح łٮńٮ ĥرٮĥٮ ğںńاٮ ه łم.ٮńسٮńوٮ ğٮ łٮ ه ğاٮĸداك łح

كرد ęارĻٮ ه ęارĞٮ درى كه «رد» ٮĽک ۱۸۹۶؛ سال ٮĞارٮĽحęى: Ğٮ ģادداسĽٮ
د ğام مٮ ğط ğٮ ĥه صورٮ łٮ اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه هاى راى łٮ را ر ĥكاراكٮ هوم ğمڡ 1896 سال در ٮńوس ğٮ łروٮ ğڡ ĸٮٔورکĸك
ğاں Īى سńهاٮ ğٮ د ğوٮ ńٮ Ŋٮ ğار ĪسńٮŊٮ كاراكٮĥرها او، دىِ ğٮ łٮ ĥصورٮ ğںńٮ ĥسٮ ğحğٮ در كه ğٮńاٮ ر ĥٮ  łالٮ łح حٮĥى داد؛ Īرسĥسٮĸاوك عدىِ łٮ كارهاى در ماٮĥرٮńسى ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ ا łٮ كامل اط łٮ ĥارٮ د. ğدٮ Īس ى ğمعرڡ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ماٮĥرٮńس هاى ردِ ا łٮ

(.MacTutor در ٮńوس ğٮ łروٮ ğڡ امهٔ ğى ٮĸدك ğٮ ğر ع: łٮ ğمٮ) . ĥٮ ğرڡĸك كل Īس

ٮĽرى ęدłاٮ ęل ٮĽحوٮĞٮ و ٮĽرى ęدłل ٮĽحوٮĞٮ ٮęاوردا؛ اهاى ęص ęرڡĽٮ ęر ۱۲ .۱

.g ∈ G ٮĥمام راى łٮD(g)W ⊆ W اكĸر امٮńم ğمى ٮ اوردا ğٮ Wرا ⊆ V اى ğص ğرڡńٮ ğر د، ğكٮ عمل V اى ğص ğڡ Dروى اكĸراكĸر د. ğٮ Īاس łٮ V و {۰} ، ğٓاں اورداى ğٮ اهاى ğص ğرڡńٮ ğر ها ğٮ ĥٮ كه ĥاسٮ (irreducible) ٮńر ğدŊاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮğى ğر ماٮńى ğٮ ğار łٮ. ĥاسٮ ٮńر ğدŊل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ د، Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس ود łوح دٮńهى łاٮ ğٮ اورداى ğٮ اى ğص ğرڡńٮ ğر
۱۵



ٮęماٮĽى ęارĻٮ و كįروه ها رٮĽهٔ ęطęٮ اٮęى ĻمٮCHAPTER 01 / GROUP THEORY

V = W ⊕ اوردا ğٮ اى ğص ğرڡńٮ ğر دو مِ ńٮ ĥڡ ĥمسٮ مع łح ه łٮ را V اى ğص ğڡ ğواںĥٮ łٮ ĥاسٮ ğممكں ٮńر، ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ĥحالٮ ماٮńىدر ğٮ ğار łٮ د، Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس ğٮ ود łوح اورداٮńى ğٮ مكمل ğںńٮ ğٮ Ŋح اكĸر . ĥاسٮ ٮńر ğدŊه ٮńٮ ğر łحĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ اںğٓ كĸاه كرد؛ ٮńه ğر łحĥٮW ′

:W ا łٮ كĸار ğسار اٮńهٔ Ŋٮ در ود. łٮ واهد ğح ٮńر ğدŊاٮ ğه ٮńٮ ğر łحĥٮ

D(g) =

(
D۱(g) B(g)

۰ D۲(g)

)
.

ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک راى łٮ كرد. ر ğصڡ g همهٔ راى łٮ را B(g) لوک łٮ ğواںĥٮ łٮ łاسٮ ğمٮ اٮńهٔ Ŋٮ łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ا łٮ ى ğعٮńٮ ٮńرى ğد Ŋه ٮńٮ ğر łحĥمعٮ łح ه łٮ ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ ىِ ğكاٮńٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ هر ٮŊس ؛ ĥاورداسٮ ğٮ ğر ńٮ ğٮW⊥ عمودى مٮĥمم د، Īاس łٮ اوردا ğٮW اكĸر ٮńكاٮğى،
ğںńاٮ ،C روى اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه هاى راى łٮ ود. Īمى س ٮńه ğر łحĥٮ (UIR) ٮńكاٮğى ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ ğار ٮńمى ĥڡ ĥمسٮ. ĥاسٮ كه Īماس هٔ ńٮ ğصĥڡ محٮĥواى ğهماں ه łحńٮ ĥٮ ğٮ

د؟ ęكٮ ģمى س ۱+ ۲ ٮĻه سه ٮĻعُدى ٮęماٮĽىِ ęارĻٮ ٮĽک كįوٮęه łح ده: ģحل س مٮģال

دو مى دارد، كĸه ğٮ را ه ها ğمؤلڡ مع łح ĥٮ Īسĸكńاٮ łح هر ğوں Ŋح رٮńد. ńٮĸك łٮ را C۳ روى S۳ ٮĥى Īسĸكńاٮ łح ماٮńى ğٮ ğار łٮ ğد:هماں ğٮ ĥهسٮ اوردا ğٮ ٮńر ğر اى ğص ğرڡńٮ ğر
W۰ = span{(۱, ۱, ۱)T}, W۲ = {(x, y, z)T : x+ y + z = ۰}.
.C۳ = W۰ ⊕W۲سŊٮ .W۰ ∩W۲ = {۰} و dimW۲ = ۲ ،dimW۰ = ۱ .۱ كĸام

.D(p)v ∈ W۲ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ د؛ ğمى كٮ ğط ğحڡ را ر ğصڡ معِ łح ه ها ğمؤلڡ ِĥٮ Īسĸكńاٮ łح ،v ∈ W۲ اكĸر .۲ كĸام
كه دارد ڡĥرار دارد ğاٮ ĥاسٮ ُعدى łدوٮ ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ ،W۲ روى د. ğمى كٮ حمل را دٮńهى łٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ W۰ .۳ ٮĥرکكĸام Īمس هٔ Īرńوٮ ردارِ łٮ ٮńک اٮńد łٮ ، ĥٮ Īداس ود łوح ٮĥ ها Īسĸكńاٮ łح ٮĥمام ر łٮ اوردا ğٮ طى ğح اكĸر : ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥدارد.ٮ ğٮ ود łوح x+ y + z = ۰ حهٔ ğصڡ در طى ğح ğںńٮ ğٮ Ŋح ؛ ĥٮ Īمى داس ا łه ح łاٮ łرحńٮ ğع هادهٔ ğراٮ ĥٮ دو راى ł۳.ٮperm = ۱⊕ ٮŊس۲

ŌحĽراٮ دامِ ٮĽک ٮĽر: ęدłاٮ ęه ٮĽٮ ęر ĻحĞٮ اما ٮĽر، ęدłل ٮĽحوٮĞٮ ده: ģحل س مٮģال

ماٮĥرٮńس هاى ا łٮ را (R,+) معىِ łح كĸروه

D(a) =

(
۱ a

۰ ۱
)

. ĥاسٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ م ńٮ ğمى داٮD(a)D(b) = D(a+ b) ğار د. ńٮ ğكٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ. ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ٮŊس .D(a)e۱ = e۱ ğوں Ŋح ، ĥاورداسٮ ğٮW = span{e۱}ط ğح .۱ كĸام
راى łٮ دارد. ود łوح U = span{(x, y)T} ĥه صورٮ łٮ دٮńكĸرى اورداى ğٮ مكمل طِ ğح ٮńد ğكٮ ğرص ğڡ .۲ د.كĸام Īاس łٮ (x, y) ğار ى łرٮ ğمص (x+ ay, y) ردار łٮ ،a هر راى łٮ ى ğعٮńٮ اورداٮńى ğٮ .y 6= ۰ اٮńد łٮ ğودں łهمكمل ٮ łحńٮ ĥٮ ğٮ a همهٔ راى łٮ ay = ۰ اول هٔ ğمؤلڡ ğار مى اٮńٓد؛ ĥه دسٮ łٮ ۱ łاسٮ ğٮ ĥٮ ِ łٮńرٮ ğص دوم هٔ ğمؤلڡ ğار .۳ .كĸام ĥاسٮ كĸار ğاسار ğٮ y 6= ۰ ا łٮ كه ود Īمى س
ğودں łرده ٮ Īس ğڡ ٮńا اهى ğٮ ĥمٮ رط Īس را Ŋح مى دهد ğاں Īس ğٮ ال Īمٮ ğںńاٮ . ĥاسٮ ٮńر ğدŊاٮ ğه ٮńٮ ğر łحĥٮ اما ٮńر ğدŊل ٮńحوٮĥٮDسŊدارد.ٮ ĥٮńاهمٮ كامل ٮńهٔ ğر łحĥٮ هٔ ńٮ ğصĥڡ در كĸروه

۱۶
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ساده» ĞطعاٮĞڡ ٮĻه ęںĞكسٮ ģس» هٔ ęر Ļمعح و كه ģماس ٮĞارٮĽحęى: Ğٮ ģادداسĽٮ

ĥحالٮ) كرد ر Īسĥٮ ğمٮ را اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ كاملِ ٮńهٔ ğر łحĥٮ هٔ ńٮ ğصĥڡ 1899 سال در كه Īماس Īسńرٮ ğٮńكرد:هاٮ لاصه ğح مله łح ğںńاٮ ا łٮ ğواںĥمى ٮ را ٮńه ğصĥڡ ĥٮńاهمٮ ود). łٮ كرده ررسى łٮ ،1898 در  ٮĥر، ĪسńٮŊٮ را اصى ğهحĥٮ ğساح ĥطعاٮĥڡ ğٓاں ğں ĥٮ Īاس ğدĸارهم ك ğكٮ ا łٮ ماٮńى ها ğٮ ğار łٮ هٔ ńٮ ĥڡ łٮ اسٮńم؛ ğٮ Īس łٮ را ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ĥطعاٮĥڡ ĥاسٮ ى ğكاڡ
(.MacTutor, Heinrich Maschke ع: łٮ ğمٮ) د. ğوٮ Īمى س

ٮĽادى ęٮĻٮ كارٮĻردهاى و Ğاٮ Ļٮģاٮ ور: ģس لم ۱۳ .۱

دو D′ : G → GL(V ′) و D : G → GL(V ) ٮńد ğكٮ ğرص ğڡ . ĥاسٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ رٮńهٔ ğط ğٮ سٮĥوںğ هاى ğار ٮńكى لم ğںńطهٔاٮ łراٮ g همهٔ راى łٮ T : V → V ′ طى ğح ĥٮ Īاسĸك ğٮ و د، ğٮ Īاس łٮ ٮĥلط ğمح اهاى ğص ğڡ روى ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ
TD(g) = D′(g)T

T ٮńا ،T = ۰ ٮńا مى كĸوٮńد: ور Īس ĥسٮ ğحğٮ لم مى كĸوٮńٮńم. (intertwiner) ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ عملكĸر T ه łٮ د. ğكٮ ا ğارص د.را ğمعادل اٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ دو و ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ ğواروں
ğوں Ŋح ، ĥاورداسٮ ğٮD ĥحٮĥٮ N(T ) = {v : Tv = ۰} هٔ ĥهسٮ . ĥاٮ łٮ Īاٮ

TD(g)v = D′(g)Tv = ۰.
د ğمى كٮ حكم ٮńرى ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ،T 6= ۰ اكĸر . ĥاورداسٮ ğٮ D′ ĥحٮĥٮ R(T ) = T (V ) ٮĥصوٮńر łٮńٮ ĥرٮ ĥٮ ğں ńه همٮ łٮ

□ . ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ ğواروں ه łحńٮ ĥٮ ğٮ در و ا، ĪوسŊٮ و ه ٮńک łک ٮńٮ T ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .R(T ) = V ′ و N(T ) = {۰}
ٮĥمام ا łٮ كه T هر د، Īاس łٮ C روى ُعد łاهى ٮ ğٮ ĥمٮ ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ Dٮńک = D′ و V = V ′ اكĸر ور. Īس دوم كللم Īس ğار ود، Īس ا łه ح łاٮ łح D(g)ها

T = λI

هٔ ĥهسٮ هم و ĥاسٮ ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ هم T − λI عملكĸر ٮńد. ğكٮ łاٮ ğحĥٮ ğاٮ T ğار λ هٔ Īرńوٮ دار ĥمڡ ٮńک ، ĥاٮ łٮ Īاٮ راى łٮ . ĥد.اسٮ Īاس łٮ ر ğصڡ اٮńد łٮ ، ĥسٮ ğحğٮ Īس ğحłٮ حكم ٮłه ٮŊس دارد؛ ر ğاصڡ ğٮ

دكįاٮęكįى ęٮ łح حدِ ٮĞا كامل ٮĽهٔ ęر ĻحĞٮ اٮĽى ĞكٮĽٮ ۱ .۱۳ .۱

ردار łٮ ٮńک هٔ ğمؤلڡ ğںĥٮ ğرڡĸك» ĥٮ Īاسĸك ğٮ د، Īاس łٮ ده Īس ٮńه ğر łحĥٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ اهاى ğص ğڡ ه łٮ Īروس ه دو łٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک .اكĸر ĥاسٮ ر ğصڡ امعادل ğٮ ء ğر łح دو ğاں ńمٮ ĥٮ Īاسĸك ğٮ ğںńاٮ مى كĸوٮńد ور Īس لم . ĥاسٮ ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ دوم» ٮńهٔ ğر łحĥٮ اى ğص ğرڡńٮ ğر ودر ٮńر ğدŊاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ه هاى ğوٮĸك كه ĥاسٮ ğںńاٮ ه łحńٮ ĥٮ ğٮ د. ğدارٮ اط łٮ ĥارٮ هم ا łٮ ٮńه ğر łحĥٮ دو معادلِ ه هاى ğمؤلڡ ڡĥط ğڡ ٮŊس
ĥاسٮ ğممكں كĸى ğاٮĸدك ğٮ Ŋح ورِ ğحص در ر، ğاط ğٮ ĥمٮ اهاى ğص ğرڡńٮ ğر łاٮ ğحĥٮ ğاٮ د ğٮ Ŋهرح د، ğٮ ĥهسٮ ٮńكٮĥا ه ğوٮĸك هر ٮĥكرارِ د.ٮĥعداد Īاس łٮ ğٮ ا ĥكٮńٮ

ĥه صورٮ łٮ را ماٮńى ğٮ ğار łٮ اكĸر
V =

⊕
α

(
Cmα ⊗ Vα

)
ٮńک ğار كه اٮńى ğر łاح همهٔ مع łح . ĥاسٮ ğاں Īكرارسĥٮ mαٮĥعداد و امعادل ğٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ Vα وٮńسٮńم، ğٮ łٮ. ĥاسٮ ٮńه ğر łحĥٮ ِĪروس ğار ڡĥل ĥمسٮ و دارد ام ğٮ ه ğوٮĸك ğٓاں ٮŊى ńٮ ĥوٮ ğرńاٮ Īس ğحłٮ د، ğٮ ĥهسٮ α هٔ ğوٮĸك

۱۷
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ęارں Ğڡ Ğمٮ هامٮĽلٮĞوٮęىِ ٮĽک ار Ğٮ ęساح ٮĞا ور ģس لم ęار ده: ģحل س مٮģال

ٮńعٮğى د، Īاس łٮ كĸروه ĥحٮĥٮ ğارں ĥڡ ĥمٮ ىِ ğوٮ ĥلٮ ńهامٮH و ٮĥلط ğمح ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک U(g) ٮńد ğكٮ ğرص ğڡ.g هر راى łٮ [H,U(g)] = ۰
ا. ğص ğرڡńٮ ğر ğںńاٮ Hروى = EI ور، Īس لم ĥࢼ łطٮ .۱ ررĪىكĸام ğاٮ داراى ُعدى łٮ d اى ğص ğرڡńٮ ğر ğںńاٮ حالٮĥ هاى همهٔ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .E ∈ R د، Īاس łٮ ٮĥى ńهرمٮ H اكĸر .۲ .كĸام ĥاسٮ d دسٮĥ كم ارٮğى ĥڡ ĥٮ ىِ ğٮĸهك łٮ ĥٮ د: ğاٮ ğكساںńرٮ ğاط ğٮ ĥمٮ Īس ğحłٮ روى لٮĥوٮğى ńهامٮ عمومى كل Īس ود، Īس ٮĥكرار ار łٮm ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک اكĸر .۳ ماٮńه هاىكĸام ğٮ در ولى ارد، ğدĸمى ك ğار łمح را معادل كٮŊى هاى ğںńٮ łٮ łٮńركٮĥٮ ، ğارں ĥڡ ĥٮ ا ğلد ؛ ĥاسٮ H = Am ⊗ Id

د. ğمى كٮ عمل ٮńكاٮğى ماٮĥرٮńس ا łٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ لىِ ğداح

كواٮęٮĞومى مكاٮęٮĽک ٮĞا Ļاٮęٮ ĞاٮĽٮ ęاصĽرٮ ęار ور؛ ģس اٮĽساى ى: ęحĽارٮĞٮ Ğٮ ģادداسĽٮ
كاراكٮĥرهاى و ماٮńى ها ğٮ ğار łٮ ر łٮ 1904–1907 حدود اصلهٔ ğڡ در و ود łٮ ٮńوس ğٮ łروٮ ğڡ اكĸرد Īس ور Īس رٮńه اىاٮńساى ğط ğٮ ،1920 دههٔ در ٮĥومى ğكواٮ ٮńک ğمكاٮ Īسńداٮńٮ Ŋٮ ا łٮ رامٓد. łٮ ğدوراں ğٓاں ğار ور» Īس «لم كرد؛ كار د.كĸروهى Īس ٮłدل Īسğٮńٮ ğرĸك ڡĥواعد و ى Īرر ğاٮ ى ğٮĸهك łٮ ĥٮ عىِ ńٮ łطٮ ğاں łٮ ğر ه łٮ د ńمى رسٮ ر ğط ğٮ ه łٮ اعى ğر ĥٮ ğاٮ ار ńسٮ łٮ ٮĥدا łاٮ در كه

(.MacTutor در ور Īس امهٔ ğى ٮĸدك ğٮ ğر ع: łٮ ğمٮ)

ٮĞعامد راٮĻطه هاى و كįروه روى كįٮĽںę كįٮĽرى ęاٮ Ľمٮ ۲ .۱۳ .۱

ٮńم: ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ را f : G→ C اٮłع ĥٮ ğں ńٮĸك ğاٮ ńمٮ اهى، ğٮ ĥمٮ كĸروه راى łٮ
M(f) =

۱
|G|

∑
g∈G

f(g).

ğں ĥٮ ğرڡĸك ğواروں و ĥراسٮ ، Ŋٮ Ŋالح ĥڡ ĥٮ ğاٮ ĥحٮĥٮ و ،(M(۱) = ۱) ده Īرمال س ğٮ ى، ğڡ ğامٮ ğٮ ع łواٮĥٮ راى łٮ ĥٮ łٮ Īمٮ طى، ğح عملكĸر ğںńداد.اٮ ام łح ğاٮ ğر ńٮ ğٮ طى ğح عملكĸرهاى روى را ںğ كĸٮńرى ńٮĸك ğاٮ ńمٮ ğںńهمٮ ğواںĥمى ٮ . ĥاورداسٮ ğٮ
د ńٮ ğكٮ ğࢻńعرٮĥٮ طى، ğح ĥٮ Īاسĸك ğٮ هر S : V → V ′ و د ğٮ Īاس łٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮD′ Dو اكĸر

TS =
۱
|G|

∑
g∈G

D′(g−۱)SD(g).

D′ و D اكĸر . ĥاسٮ ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ ٮńک TS ٮŊس .TSD(h) = D′(h)TS مى دهٮńم ğاں Īس ğٮ g 7→ gh ٮńٮğى ğرĸكńاٮ łح ا łمى دهدٮ ğاں Īس ğٮ رد ğںĥٮ ğرڡĸك TS؛ = c(S)I دارٮńم ،D′ = D اكĸر .TS = ۰ د ğمى كٮ حكم ور Īس لم د، ğٮ Īاس łٮ امعادل ğٮ. ĥاسٮ d = dimV كه ،c(S) = TrS/d

ٮńک كل Īه س łٮ S łاٮ ğحĥٮ ğاٮ ا łٮ ،dα = dimD(α) و ،D(β) D(α)و امعادل ğٮ ىِ ğكاٮńٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ راى łٮ
مى رسٮńم: ĸرک ğر łٮ عامد ĥٮ طهٔ łراٮ ه łٮ دراٮńه ها اٮńسهٔ ĥمڡ و ٮĥک دراٮńه ماٮĥرٮńس

۱
|G|

∑
g∈G

D
(α)
ij (g)∗D

(β)
kℓ (g) =

δαβδikδjℓ
dα

.

ٮńعٮğى دراٮńه ها ٮĥعامدِ رٮńم. ńٮĸمى ك ر ğط ğٮ در را 〈f, h〉 = ۱
|G|
∑

g f(g)
∗h(g)لى ğداح łرٮ ğص كĸروه، روى ع łواٮĥٮ راى łٮ

۱۸
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همٮńم ğمى ڡ ٮĥدا łاٮ در دارد، |G| ُعد łٮ L۲(G) اى ğص ğڡ كه ا łح ğٓاٮ ğار د. ğارٮ łح ğعامدهٮĥمٮ
√
dαD

(α)
ij (g) عِ łواٮĥٮ∑

α

d۲α ≤ |G|.

ود: Īمى س حاصل كاراكٮĥرها عامدِ ĥٮ طهٔ łراٮ ڡĥطرى، ماٮńه هاى ğٮ روى ğمع كردں łح ا łٮ

〈χα, χβ〉 =
۱
|G|

∑
g

χα(g)
∗χβ(g) = δαβ.

كلاس هاى ٮĥعداد ر Īحداكٮ امعادل، ğٮ ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ ٮĥعداد د، ğكلاسى اٮ ع łاٮ ĥٮ كاراكٮĥرها اكه łح ğٓاٮ ğرارĸاك . ĥاسٮ œدوح ğمر
χD =

∑
α

mαχα,

ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮğى ğر D ر، ğاصڡ ğٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ راى łٮ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .〈χD, χD〉 =
∑

αm
۲
α و mα = 〈χα, χD〉 كĸاه ğٓاٮ
.〈χD, χD〉 = ۱ كه ĥاسٮ

اوٓرٮĽم Ğه دسٮĻٮ را S۳ كاملِ كاراكٮĞر دول Ļح ده: ģحل س مٮģال

ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ اٮńد łٮ ٮĥعداد ğںńهمٮ ه łٮ دارٮńم. ۱, ۳, ۲ ه هاى ğدار ğاٮ ه łٮ Ce, Ct, Cc œدوح ğكلاسمر سه
.(۱,−۱, ۱) ا łٮ ĥعلامٮ و ،(۱, ۱, ۱) كاراكٮĥر ا łٮ دٮńهى łٮ د: ğاٮ ğں Īروس ٮńک ٮłُعدى ماٮńى ğٮ ğار łٮ دو ٮńم. Īاس łٮ ه ĥٮ Īمى دهدداس عاد łاٮ ĥعاٮ łمرٮ موع łمح رط Īس

۱۲ + ۱۲ + d۲ = ۶ ⇒ d = ۲.
دارد ğاٮ ĥاسٮ ٮŊسكاراكٮĥر ود؛ łٮ ُعدى łدوٮ داردِ ğاٮ ĥاسٮ و دٮńهى łٮ معِ łح ل، łٮ ĥڡ Īس ğحłٮ ُعدىِ łسه ٮ ٮĥىِ Īسĸكńاٮ łح ماٮńى ğٮ ğار łد.ٮńٓمى اٮ ĥه دسٮ łٮ (۳, ۱, ۰)− (۱, ۱, ۱) = (۲, ۰,−۱) ğار

كلاس [e] [(۱۲)] [(۱۲۳)]
ه ğدار ğاٮ ۱ ۳ ۲
χ۱ ۱ ۱ ۱
χsgn ۱ −۱ ۱
χ۲ ۲ ۰ −۱

د: ńٮ ğكٮ ررسى łٮ ٮńم ĥڡ ĥمسٮ را دارد ğاٮ ĥاسٮ و دٮńهى łٮ ٮĥعامدِ لاً Īمٮ

〈χ۱, χ۲〉 =
۱(۱)(۲) + ۳(۱)(۰) + ۲(۱)(−۱)

۶ = ۰.
دارد: ğاٮ ĥاسٮ رمِ ğٮ و

‖χ۲‖۲ =
۱ · ۴+ ۳ · ۰+ ۲ · ۱

۶ = ۱.
. ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ واڡĥعاً دارد ğاٮ ĥاسٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮŊس

۱۹
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Ğراسٮ و łٮ łح م ęطĞٮ ęمٮ ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ ۳ .۱۳ .۱

ٮńم: ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ دو ،{|h〉 : h ∈ G} اٮńهٔ Ŋٮ ا łٮ ،L۲(G) ٮĥواٮłع اى ğص ğڡ روى
(Lgf)(h) = f(g−۱h), (Rgf)(h) = f(hg).

اٮńه ها Ŋٮ روى و ،LgRk = RkLg د، ğى اٮğكاٮńٮ دو هر
Lg|h〉 = |gh〉, Rg|h〉 = |hg−۱〉.

دو هر كاراكٮĥر د، ğمى ماٮğٮ ود ğح اى łح در ĥراسٮ ٮńا Ŋٮ Ŋح اٮńى łه ح łاٮ łح ِĥحٮĥٮ اٮńه اى Ŋٮ ردار łٮ řحńهٮ ،g 6= e اكĸر ٮńرا ğر
ا łٮ ĥاسٮ ر łراٮ łٮ م ğطĥٮ ğمٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ

χreg(g) = |G| δg,e.

ود: Īمى س łحساٮ كاراكٮĥرها لىِ ğداح łرٮ ğص ğار م ğطĥٮ ğمٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ در α ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ كĸى ğاٮĸدك ğٮ Ŋح
mα = 〈χα, χreg〉 = χα(e) = dα.

ه: łحńٮ ĥٮ ğٮ ود؛ Īمى س اهر ğط م ğطĥٮ ğمٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ در ار łٮ dα اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ٮłُعدى dα ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ∑ٮŊسهر
α

d۲α = |G|.

ĥه صورٮ łٮ ع łاٮ ĥٮ هر د. ğمى دهٮ كٮńل Īسĥٮ L۲(G) راى łٮ كامل ارِ łح ğعامدهٮĥمٮ اٮńهٔ Ŋٮ ٮńک
√
dαD

(α)
ij (g) ٮĥواٮłع ه łحńٮ ĥٮ ğٮ در

f(g) =
∑
α

∑
i,j

c
(α)
ij

√
dαD

(α)
ij (g), c

(α)
ij =

〈√
dαD

(α)
ij , f

〉
د؛ ğارٮ ğدĸمى ك ر Īاٮ łٮńراٮ ğص ğںńاٮ ĥاوٮ ğڡ ĥمٮ ماٮńهٔ ğٮ دو Rروى و L عملكĸرهاى .‖f‖۲ =

∑
α,i,j |c

(α)
ij |۲ و مى ٮńاٮłد ٮłسط

ه łٮ ٮłسط ğںńاٮ د، Īاس łٮ كلاسى ع łاٮ ĥٮ f اكĸر . ĥاسٮ كĸار ğسار ğاں Īس ğدٮ Īا س łه ح łاٮ łح ا łٮ ğںńاٮ
f(g) =

∑
α

fαχα(g), fα = 〈χα, f〉

ود: Īمى س حاصل دٮńكĸر اساسى هٔ łحńٮ ĥٮ ğٮ كاراكٮĥرها، ğودں łكامل ٮ ğار د. łاٮńمى ٮ Īكاهس
امعادل}# ğٮ ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ} = #{ œدوح ğمر .{كلاس هاى

ود؟ ģمى س ٮłٮĽدا دوٮĻاره ģس ģس عدد را łح :S۳ م ęطĞٮ ęمٮ ٮęماٮĽى ęارĻٮ ده: ģحل س مٮģال

 ٮłُعدى Īس Īس م ğطĥٮ ğىمٮńماٮ ğٮ ğار łٮ دارد. ُعدى łىدوٮńماٮ ğٮ ğار łٮ ٮńک و ُعدى łک ٮńٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ S۳دو ، ğں ńٮ Īسńٮ Ŋٮ دول łح ĥࢼ łى:طٮĸك ğاٮĸدك ğٮ Ŋح رمولِ ğڡ ĥࢼ łطٮ و ĥاسٮ
Dreg

∼= ۱⊕ sgn⊕ ۲⊕ ۲.
كاراكٮĥرها: سطح در . ĥاسٮ ۱+ ۱+ ۲+ ۲ = ۶ ĥراسٮ ĥسمٮ ٮłُعد

χreg = (۱, ۱, ۱) + (۱,−۱, ۱) + ۲(۲, ۰,−۱) = (۶, ۰, ۰).

۲۰
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د. ğمى رسٮ هم ٮłه ڡĥل ĥمسٮ هٔ ńٮ ğصĥڡ دو ه łمحاسٮ ğںńاٮ در ؛ ĥاسٮ ر ğصڡ اصر ğعٮ ساٮńر در و χreg(e) = ٮŊس۶

įرک ęرĻٮ هٔ ģسĽدٮęاٮ ٮĽک هٔ Ğسسٮįك Ğصورٮ دورى؛ كįروه ٮĽک روى ورٮĽه ęڡ ده: ģحل س مٮģال

د: ğُعدى اٮ łک ٮńٮ ٮĥلط ğمح ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ همهٔ ،G = Zn راى łٮ
χk(m) = e۲πikm/n, k,m = ۰, . . . , n− ۱.

ٮńم: ğمى كٮ ه łمحاسٮ ٮńم ĥڡ ĥمسٮ را ٮĥعامد
۱
n

n−۱∑
m=۰

χk(m)∗χℓ(m) =
۱
n

n−۱∑
m=۰

e۲πi(ℓ−k)m/n = δkℓ.

ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ود. Īمى س ر ğسصڡŊٮ ، ĥاسٮ zn = ۱ و z 6= ۱ ِĥٮ łسٮğٮ ا łٮ دسى ğهٮ ٮĥصاعد ٮńک موع łمح ،k 6= ℓ اكĸر
: ĥاسٮ كĸسسٮĥه ورٮńهٔ ğڡ دٮńل łٮ ĥٮ ğهماں ،Zn روى f(m) واه ğدلح ع łاٮ ĥٮ ٮńک ٮłسط

f̂(k) =
۱
n

∑
m

f(m)e−۲πikm/n, f(m) =
∑
k

f̂(k)e۲πikm/n.

. ĥاسٮ ال ğٮĸك ńسٮ Īس ğردارŊٮ اى ğٮ Īٓاس اسِ łلٮ در لى łٓاٮ كĸروه هاى ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ رٮńهٔ ğط ğٮ ورٮńه، ğڡ ٮĥحلٮńل ى ğعٮńٮ

ٮĽڡĞى Ğه حڡ Ļٮ ģس و ٮĞلط ęمح ى، ĞڡĽٮ Ğحڡ ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĞلط؛ ęمح Ōدوحęمر ۴ .۱۳ .۱

ٮńڡĥى ĥحڡ اصر ğعٮ ى ğعصłٮ راى łٮ χα(g) كاراكٮĥر اكĸر . ĥاسٮ ğںńٮ ğٮ Ŋح ğر ńٮ ğٮD(α)∗ د، Īاس łٮ ٮńكاٮğى و ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮD(α) اكĸر
ا łهمه ح كاراكٮĥر اكĸر . ĥلطاسٮĥٮ ğمح ٮğوع ğار ماٮńى ğٮ ğار łٮ و ĥاسٮ امعادل ğٮ ğٓاں ودِ ğح ا łٮ ٮĥلط ğمح œدوح ğمر ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ د، Īاس łٮ ğٮ: ĥاسٮ ğممكں ĥاوٮ ğڡ ĥمٮ ĥحالٮ دو اما ؛ ĥاسٮ معادل ماٮńى ğٮ ğار łٮ ودِ ğح ا łٮ ٮĥلط ğمح œدوح ğمر د، Īاس łٮ ڡĥى ńٮ ĥحڡ

د. ğٮ Īاس łٮ ڡĥى ńٮ ĥحڡ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ماٮĥرٮńس هاى همهٔ كه كرد łاٮ ğحĥٮ ğاٮ اٮńه اى Ŋٮ ğواںĥمى ٮ ى: ĥڡ ńٮ ĥحڡ
همهٔ ٮńكاٮğى اى اٮńهٔ Ŋٮ řحńهٮ ولى ، ĥاسٮ ود ğح ٮĥلط ğمح œدوح ğمر معادلِ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ه واڡĥعى): łٮ Īس) ٮńڡĥى ĥه حڡ łٮ Īد.س ğمى كٮğٮ ڡĥى ńٮ ĥحڡ ğماں ğهم ر ه طور łٮ را ماٮĥرٮńس ها
كمک ه łٮ .D(g)∗ = CD(g)C−۱ كه دارد ود łوح C ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ ىِ ğكاٮńٮ ماٮĥرٮńس ٮńک ڡĥى، ńٮ ĥحڡ كاراكٮĥر ِĥحالٮ در
ĥحالٮ ى ğڡ ğمٮ ِĥعلامٮ و ڡĥى ńٮ ĥحڡ ĥحالٮ ĥٮ łٮ Īمٮ ِĥعلامٮ CT؛ = ±C كه كرد ٮńم ğط ğٮ ĥٮ ğاں ğٮ Ŋح را ğٓاں ğواںĥمى ٮ ور Īس :لم ĥاسٮ ور Īس ـ ٮńوس ğٮ łروٮ ğڡ ص ğاح Īس لى، ńكمٮĥٮ ğموں ğٓار ٮńک د. ğصمى كٮ ğح Īمس را ڡĥى ńٮ ĥه حڡ łٮ Īس

να =
۱
|G|

∑
g∈G

χα(g
۲) ∈ {+۱, ۰,−۱},

ٮńصمى دهد. ğح Īسĥٮ را ڡĥى ńٮ ĥه حڡ łٮ Īس و ٮĥلط ğمح ڡĥى، ńٮ ĥحڡ حالٮĥ هاى łٮńٮ ĥرٮ ĥه ٮ łٮ كه

۲۱
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ٮłاٮؤلى ماٮĞرٮĽس هاى ٮĻا ى ĞڡĽٮ Ğه حڡ Ļٮ ģس ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĽک ده: ģحل س مٮģال

دوٮłُعدى ماٮńى ğٮ ğار łٮ در را Q۸ = {±۱,±i,±j,±k} ğوںńٮ ğرٮ ĥكواٮ كĸروه
D(۱) = I۲, D(−۱) = −I۲, D(i) = iσx, D(j) = iσy, D(k) = −iσz

.i۲ = j۲ = k۲ = −۱ و D(i)D(j) = D(k) كه ĥاسٮ طورى علامٮĥ ها ڡĥرارداد رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ χ(±i).در = χ(±j) = χ(±k) = ۰ و ،χ(−۱) = −۲ ،χ(۱) = ۲ ğار د ğاٮ ĥارٮ łعٮ .ردها ĥاسٮ ۱ ر łراٮ łٮ ±۱ وِ ğعص دو عِ łمرٮ .۱ .كĸام ĥاسٮ −۱ ر łراٮ łٮ ±i,±j,±k وِ ğعص Īس Īس ğار ٮńک هر ع łمرٮ .۲ ٮńم:كĸام ğمى كٮ ه łمحاسٮ را ص ğاح Īس .۳ كĸام
ν =
۱
۸ [۲χ(۱) + ۶χ(−۱)] =

۱
۸(۴− ۱۲) = −۱.

ٮńڡĥى ĥحڡ كاملاً اٮńهٔ Ŋٮ ِ ğں ĥٮ ğاڡńٮ راى łٮ هاٮńى ğٮ ĥه ٮ łٮ كاراكٮĥرها ِ ğودں łعى ٮĥواڡ ؛ ĥاسٮ ٮńڡĥى ĥه حڡ łٮ Īس ماٮńى ğٮ ğار łٮ ğںńاٮ .ٮŊس ĥسٮńٮ ğٮ ى ğكاڡ

ęورداںįك ـ ģسĻكلٮ مسٮٔلهٔ ٮĽر؛ ęدłاٮ ęل ٮĽحوٮĞٮ ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ Ļرٮ ęحاصل ص ۵ .۱۳ .۱

: ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ عموماً اںğٓ ها اٮğسورىِ ĥٮ łرٮ ğص د، ğٮ Īاس łٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮD(β) D(α)و اكĸر
D(α) ⊗D(β) ∼=

⊕
γ

N γ
αβD

(γ), N γ
αβ ∈ Z≥۰.

د: ğٮńٓمى اٮ ĥه دسٮ łٮ ĸرک ğر łٮ ماٮĥرٮńس هاى ğںĥٮ ğساح ğدوں łٮ كĸى ğاٮĸدك ğٮ Ŋح łٮńراٮ ğص
N γ

αβ =
۱
|G|

∑
g∈G

χγ(g)
∗χα(g)χβ(g).

ğاں ńٮ łٮ ğورداںĸك ـ Īس łكلٮ łٮńراٮ ğص ا łٮ د ğمى كٮ دٮńل łٮ ĥٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ لوک هاى łٮ ه łٮ را اٮğسورى ĥٮ łرٮ ğص كه اٮńه اى Ŋد.ٮ ğه اٮ ĥسٮ łواٮ ğار ğڡ و اٮńه Ŋٮ ڡĥراردادِ ه łٮ łٮńراٮ ğص ğںńاٮ ود؛ Īمى س
S۳ در ۲⊗ ۲ كاملِ هٔ Ļمحاسٮ ده: ģحل س مٮģال

Īودس ğح ا łٮ ğٓاں اٮğسورى ĥٮ łرٮ ğص كاراكٮĥر ٮŊس .χ۲ = (۲, ۰,−۱) كاراكٮĥرها، دول łح ğار
χ۲⊗۲ = (۲, ۰,−۱)۲ = (۴, ۰, ۱).

ٮńم: ğمى كٮ łحساٮ (۱, ۳, ۲) كلاس ها هٔ ğدار ğاٮ ِ ğں ğور ا łٮ را łٮńراٮ ğص
N ۱۲۲ = ۱

۶(۱ · ۴+ ۳ · ۰+ ۲ · ۱) = ۱,
N sgn
۲۲ = ۱

۶(۱ · ۴+ ۳ · ۰+ ۲ · ۱) = ۱,
N ۲۲۲ = ۱

۶(۱ · ۲ · ۴+ ۳ · ۰+ ۲ · (−۱) · ۱) = ۱.

۲۲
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ğںńراٮ łاٮ ğٮ ł۲ٮ⊗ ۲ = ۱⊕ sgn⊕ ۲,
ٮĥلط ğمح ٮńرِ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ ٮĥمام لى، łٓاٮ كĸروه ٮńک در .۲× ۲ = ۱+ ۱+ ۲ د: ğارٮĸك ğسار ğر ńٮ ğٮ عاد łاٮ .و ĥاسٮ ُعدى łدٮ ğٮ Ŋح اںğٓ ها ğار ٮńكى دسٮĥ كم اٮńى، łح łاٮ łاح ğٮ كĸروه ٮńک در د؛ ğُعدى اٮ łک ٮńٮ

اسٮłٮĽںę ها اٮĞصال مسٮٔلهٔ و ęى داں ęاصĽرٮ دو ٮęام ى: ęحĽارٮĞٮ Ğٮ ģادداسĽٮ
رى łٮ łح ماٮńى هاى ğٮ ğار łٮ łٮńركٮĥٮ و اورداها ğٮ رٮńهٔ ğط ğٮ مساٮٔل ه łٮ دهم ğور ğٮ سدهٔ در ğورداںĸك ٮŊاول و Īس łكلٮ رد ğالٓڡ
ğں Īروس ٮĥومى ğكواٮ ٮńک ğر ńٮ ğڡ هور ğط ğار ٮŊس ٮĥومى. ğكواٮ ٮńک ğمكاٮ دىِ ğٮ łٮ ĥصورٮ ğار ĪسńٮŊٮ دهه ها د، ğٮ ĥٮ ğرداحŊمى ٮ
ğاں ğک داٮńٮ ğر ńٮ ğڡ كه ĥاسٮ ى ğر ńٮ Ŋح ğهماں اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ اوٮńه اى ğر ه هاى ğكاٮĥٮ łٮńركٮĥٮ راى łٮ ğاں ğٓاٮ ىِ ĥاٮ łمحاسٮ كĸاه ĥدسٮ د Īس

(.Angular Momentum Diagrams ى ğحńارٮ ĥٮ مرور ه łٮ د ńٮ ğكٮ كĸاه ğٮ) د. ğدارٮ ğار ńٮ ğٮ

كįروه ر Ļٮ Ļح ۱۴ .۱

اصر ğعٮ صورىِ طى ğح  هاى łٮńركٮĥٮ ٮĥمام موعهٔ łمح F[G] كĸروه ر łٮ łح د، Īاس łٮ ğداںńمٮ ٮńک F و اهى ğٮ ĥمٮ Gكĸروهى :اكĸر ĥاسٮ كĸروه
F[G] =

{∑
g∈G

ag g : ag ∈ F

}
.

|G| ُعد łٮ و كĸروه اصر ğعٮ اٮńهٔ Ŋٮ ا łٮ F روى ردارى łٮ اى ğص ğڡ ٮńک ، ĥسٮ ğحğٮ ود: Īمى س دٮńده اوٮńه ğر سه ğار ار ĥٮ ğساح ğںńاٮ
ğࢻńعرٮĥٮ ٮńرى ğد Ŋع ٮńٮ ğورĥٮ و G ِ łرٮ ğص ğوںğاٮ ĥڡ ğار اده ğڡ ĥاسٮ ا łٮ ğٓاں łرٮ ğص كه ĥاسٮ ٮńكه داراى هٔ ĥحلڡ ٮńک دوم، ؛ ĥراىاسٮ łٮ . ĥاسٮ F ğداںńمٮ روى ر łٮ łکحńٮ ،F ğار اسكالر ِ łرٮ ğص ا łٮ سوم، ود؛ Īمى س

a =
∑
g

agg, b =
∑
h

bhh

دارٮńم
ab =

∑
g,h∈G

agbh(gh).

ğر ńٮ ğٮ كĸروه ر łٮ łح د، Īاس łٮ ğٮ اكĸر ؛ ĥاسٮ اٮńى łه ح łاٮ łح كĸروه ر łٮ łح د، Īاس łٮ لى łٓاٮ كĸروه اكĸر . ĥاسٮ ۱FeG ğهماں ر łٮ łح ğںńاٮ .ٮńكهٔ ĥسٮğداٮ ر łٮ łح ğار موعه اى łرمحńٮ ğر c↔ c eG اساٮńى ğٮ Īس ا łٮ ğواںĥمى ٮ را F ğداںńمٮ . ĥاسٮ اٮńى łح łاٮ łاح ğٮ
واڡĞعى ٮĞصوٮĽركįرهاى ٮĞا صورى Ļرٮ ęص ęار :C[Z۲] كįروه ر Ļٮ Ļح ده: ģحل س مٮģال

و ĥاسٮ a = xe+ ys ĥصورٮ ٮłه ر łٮ łح صرِ ğعٮ هر .s۲ = e ا łٮ Z۲ = {e, s} ارٮńد ğدĸك łٮ
(xe+ ys)(ue+ vs) = (xu+ yv)e+ (xv + yu)s.

ٮńم: ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ را ه Īرńوٮ عٮğصر دو

p+ =
e+ s

۲ , p− =
e− s

۲ .

۲۳
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ع: łمرٮ ٮłسطِ ا łٮ .۱ كĸام

p۲+ =
e+ ۲s+ s۲

۴ =
e+ s

۲ = p+, p۲− = p−.

.p+ + p− = e و ،p+p− = (e− s۲)/۴ = ۰ łرٮ ğحاصل ص .۲ كĸام
د: ğمى سار را ُعدى łک ٮńٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńک ا ĥراسٮ دو ğںńاٮ ğار ٮńک هر .C[Z۲] = Cp+ ⊕ Cp− ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .۳ دادهكĸام اى łح ود ğح ğدروں در را ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ دو هر كĸروه، ر łٮ łح .sp− = −p− و ،sp+ = p+

. ĥاسٮ

كواٮęٮĞومى مكاٮęٮĽک در ęارں ĞڡĞٮ ٮłرورģكٮĞور ٮĽک: ęرĽٮ ęڡ ٮĻا ٮłٮĽوٮęد
عملكĸرهاى د، Īاس łٮ ه ĥٮńارٮ Ŋٮ ٮńا كĸى ğواروٮ عملكĸر U(s)۲ = I اكĸر

P± =
I ± U(s)

۲
ٮŊس د، Īس ٮĥه Īوسğٮ p± ĥه صورٮ łٮ كĸروه ر łٮ łح در ه Ŋحğٓاٮ د. ğردٮ ğڡ و œوح ğر اهاى ğص ğڡ ر łٮ مٮĥعامدى ود.ٮĥصوٮńركĸرهاى Īمى س دٮńل łٮ ĥٮ ٮĥومى ğكواٮ اى ğٮ Īٓاس كٮĥورهاى ĪرورŊٮ ğںńاٮ ه łٮ اً ĥڡ ńٮ ĥدڡD ماٮńى ğٮ ğار łٮ اعمال ğار

كįروه ر Ļٮ Ļح مدول هاى و كįروه ٮęماٮĽى هاى ęارĻٮ ۱۵ .۱

د: ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ V ردارهاى łٮ روى F[G] ر łٮ łح ğار ٮńعى łطٮ عمل ٮńک ،V روى G ğارD ماٮńى ğٮ ğار łٮ(∑
i

aigi

)
· v =

∑
i

aiD(gi)v.

ĥاوٮ ğڡ ĥٮ ğںńاٮ ا łٮ ، ĥاسٮ ردارى łٮ اى ğص ğڡ ٮĥعمٮńم «مدول» . ĥاسٮ F[G] هٔ ĥحلڡ روى Ŋٮ Ŋح مدول ٮńک V دٮńدكĸاه ğںńاٮ ğ؛ار ĥاسٮ ٮńرمدول ğر اوردا ğٮ اىِ ğص ğڡ ٮńر ğر هر د. ğٮńٓمى اٮ حلڡĥه ٮńک ğار د، ğٮńاٮ ńٮ łٮ ğداںńمٮ ٮńک ğار ڡĥط ğڡ كه ğٓاٮ اى łه ح łٮ łٮńراٮ ğص ود.كه Īمى س ر ğاط ğٮ ĥمٮ ساده مدولِ ا łٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ و
اكĸر ٮńم ğواٮ ğمى ح مٮĥعامد را p, q ğواںĥودٮ ğح دو .p۲ = p اكĸر مى كĸوٮńٮńم ğواں ĥودٮ ğح را p عٮğصرى كĸروه، ر łٮ łح ٮĥصوٮńركĸرهاىدر . ĥكسٮ Īس ر ğاصڡ ğٮ مٮĥعامدِ ğواںĥودٮ ğح دو مع łح ه łٮ ğواںĥمى ٮğٮ را اولٮńه ِ ğواںĥودٮ ğح .pq = qp = ۰
صل ğڡ در Īروس ğںńاٮ د؛ ğدارٮ كلٮńدى Īسĥڡ ğٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ مدول هاى ĥٮ ğساح و م ğطĥٮ ğمٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮńهٔ ğر łحĥٮ در رى łٮ łهاىح  Īس ğحłٮ در ولى ، ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ  ğࢻńعرٮĥٮ F عمومى ğداںńمٮ راى łٮ ر ğحاص Īحٮłٮ د. ğمى كٮ ٮńدا Ŋٮ ĥٮńاهمٮ Sn راى łٮ عد łٮ

ود. Īمى س łاٮ ğحĥٮ ğاٮ F = C اً ĥعمدٮ łاٮĥكٮ عدى łٮ
ٮĻماٮęد ęهاں ęٮłٮ اٮĽد Ļٮ ęٮ كه مهم ىِ ęٮ ęڡ رط ģس ٮĽک ى: ģسĽراٮĽوٮ و ى ģسęامٓور Ğٮ ģادداسĽٮ

لهٔ ńه وسٮ łٮ اںğٓ ها ĥٮ ğساح ِĪروس و ٮńر ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ه هاى ğمؤلڡ ğار موعى łمح ه łٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ هر ٮńهٔ ğر łحĥىٮĥٮĥوڡ امر ğںńاٮ اهى، ğٮ ĥمٮ كĸروه راى łٮ د؛ ğمى كٮ كار وٮłى ğه ح łٮ كĸروه ر łٮ łح ٮńمه سادهٔ ğٮ ĥحالٮ در ودٮĥواںğ ها، ğمحńسٮĥڡ ĥٮ را كĸروه هٔ łٮ ĥمرٮ ğاں Īصه س ğح Īمس كه مٮńداںğ هاٮńى در ود. Īمى س ğںńمٮ ğصĥٮ د Īاس łٮ رڡĥرار łٮ charF ∤ |G|
دأ łمٮ ğںĥمٮ ردهٔ Īس ğڡ Īحٮ łمٮ ر łٮ ر ĥٮ  ĥࢼńٮ ĥدڡ ٮłسطى ٮńد، ĥڡ ğںńاٮ ورد. ğح łٮ ĥكسٮ Īس ĥاسٮ ğممكں كامل ٮńهٔ ğر łحĥٮ د، ğمى كٮ

۲۴
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. ĥاسٮ

ٮĽم ęسارĻٮ ر Ğكاراكٮ ęار را ٮĽر ęدłاٮ ęل ٮĽحوٮĞٮ ٮęماٮĽى ęارĻٮ ٮĽک ٮĞصوٮĽركįرِ ده: ģحل س مٮģال

ٮńر ğر ىِ ğمركر عٮğصر د، Īاس łٮ ُعدى łٮ dα رِ ńٮ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ر ĥكاراكٮ χα اكĸر ،C روى اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه راى łم:ٮńٮ ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ را
pα =

dα
|G|

∑
g∈G

χα(g
−۱) g.

pα ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ د؛ ğمى كٮğٮ ğعوص را موع łمح ğںńاٮ h هر ا łٮ ğكردں  œدوح ğمر ،χα(hgh
−۱) = χα(g) ğوں Ŋح .۱ .كĸام ĥاسٮ ى ğمركر: ĥاسٮ ğںńٮ ğٮ Ŋح β رِ ńٮ ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ در ğٓاں ٮĥصوٮńر .۲ كĸام

D(β)(pα) =
dα
|G|

∑
g

χα(g)
∗D(β)(g).

ٮĥعامد و رد ğںĥٮ ğرڡĸك ا łٮ . ĥاسٮ cI ور Īس لم ا łٮ ٮŊس ود، Īمى س ا łه ح łاٮ łح D(β)(h)ها همهٔ ا łٮ ماٮĥرٮńس ğںńرها:اٮĥكاراكٮ
c dβ = dαδαβ.

همهٔ روى و هماٮğى د ğٮ ğماٮ α هٔ ğوٮĸك روى pα ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .c = δαβ د، ğرٮ łراٮ łٮ عاد łاٮ α = β وڡĥٮĥى اكه łح ğٓاٮ ğد.ار ğمى كٮ عمل ر ğصڡ د ğٮ ğماٮ دٮńكĸر ه هاى ğوٮĸودك Īمى س ه łحńٮ ĥٮ ğٮ م ğطĥٮ ğمٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ğودں łكامل ٮ ğار .۳ كĸام
pαpβ = δαβpα,

∑
α

pα = eG.

ٮńد ğكٮ ه łوحĥٮ مى دهد. ĥه دسٮ łٮ كاراكٮĥرها ğار ماً ńٮ ĥڡ ĥمسٮ را مٮĥعامد ىِ ğمركر ٮĥصوٮńركĸرهاى رمول، ğڡ ğںńاٮ ى.ٮŊس ğامركر ğٮ هٔ ńاولٮ ِ ğواںĥودٮ ğح اماً ğالر ه ğٮ ، ĥاسٮ اولٮńه ىِ ğمركر ً معمولا dα > ۱ راى łٮ pα

؟ Ğاسٮ مهم ęداںĽمٮ حęصهٔ ģمس را łح ده: ģحل س مٮģال

ğںńاٮ در ۱ = −۱ ğوں Ŋح رٮńد. ńٮĸك łٮ ر ğط ğٮ در ۰, ۱ عٮğصر دو ا łٮ F۲ ğداںńمٮ روى ار łٮ ğںńاٮ را Z۲ = {e, s} كĸروه
. ĥسٮńٮ ğٮ ğممكں ۲ ر łٮ ڡĥسٮńم ĥٮ د؛ ğوٮ Īمى سğٮ ğࢻńعرٮĥٮ اصلاً (e± s)/۲ كٮĥورهاى ĪرورŊٮ ، ğداںńممٮńدارٮ ،D(s) = ( ۱ ۱۰ ۱ ) دوٮłُعدى ماٮńى ğٮ ğار łٮ در

D(s)۲ =

(
۱ ۲
۰ ۱

)
= I۲ صهٔ ğح Īمس .۲در

هٔ ńٮ ğصĥڡ ٮŊس دارد. ğٮ اورداٮńى ğٮ مكملِ řحńهٮ ال، ĥڡ ĥٮ ğاٮ ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ الِ Īمٮ د ğٮ ğماٮ اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ ولى ، ĥاورداسٮ ğٮ 〈e۱〉 طِ ğملموسح را charF ∤ |G| ڡĥٮńد ىِ ğاصńرٮ دلٮńل ال، Īمٮ ğںńاٮ ورد. ğمى ح ĥكسٮ Īس ğداںńمٮ ğںńاٮ در كامل ٮńهٔ ğر łحĥد.ٮ ğمى كٮ

۲۵
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اںęٓ ها رٮĽحى ģسĞٮ حل و ĻاٮĞكٮ صلِ ęڡ ęاںĽاٮłٮ مساٮلٔ

اںğٓ ها همهٔ ارسىِ ğڡ ِĥصورٮ ه، ğسحğٮ ğںńاٮ در . ĥاسٮ امٓده P1.1–P1.5 ماره هاى Īس ا łٮ مسٮٔله œح ğٮ Ŋٮ اصلى łاٮĥكٮ كĸٮńرد.در ه كار łٮ عمل در را ğںńٮ Īسńٮ Ŋٮ ارهاى ğر łاٮ ده ğٮ ğواٮ ğح ا ĥٮ امٓده ه مرحله łمرحله ٮ راه حلِ ا łٮ همراه
كامل كįروه ٮĞا łٮ łح ِ ęواروں و łٮ łح هماٮęىِ ęار ـ P1.1 ده: ģحل س مٮģال

ود łوح b وى ğعص a هر راى łٮ و ،ea = a ، ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋٮ ĥركٮ Īس اٮńى ĥدوٮ عمل ٮńد ğكٮ ğرص ğڡ مسٮٔله. ĥصورٮ.ab = e و ae = a ٮńد ğكٮ ĥٮłاٮ Īٮ .ba = e كه دارد
.cb = e كه دارد ود łوح c د ğٮ ğماٮ ٮŊى Ŋح ğواروں ğر ńٮ ğٮ b راى łٮ .۱ ٮńرى:كĸام ğد Ŋٮ ĥركٮ Īس ا łٮ .۲ كĸام

a = ea = (cb)a = c(ba) = ce = c.

را ر ńمسٮ ğںńاٮ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ! ĥسٮńٮ ğٮ ğار łمح ğٓاں ِ ğں ĥٮ Īوس ğٮ و ٮńم ğمى داٮğٮ را ce = c ğور ğهٮ كĸام، ğںńاٮ در ٮńد ğكٮ ĥٮĥمدڡńرٮ ńٮĸمى ك ه łحńٮ ĥٮ ğٮ ba = e و cb = e ğار ٮńم: ğمى كٮ اصلاح
a = ea = (cb)a = c(ba) = ce.

. ĥهسٮ ğر ńٮ ğٮ ĥراسٮ ğواروں b ğهماں ٮŊس .eb = b ٮńرا ğر ،ab = (ce)b = c(eb) = cb = e ğوں ğاكٮ .۳ وكĸام هماٮğى ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .ae = a(ba) = (ab)a = ea = a دارٮńم ab = ba = e ğار اده ğڡ ĥاسٮ ا łٮ .۴ مى اٮńٓد.كĸام ĥه دسٮ łٮ ğڡ ğحد داردِ ğاٮ ĥاسٮ ڡĥواعد ğار ğواروں و هماٮğى اٮńىِ ĥكٮńٮ د. ğه اٮ ğدوطرڡ واروںğ ها

؟ Ğاسٮ ساده اول هٔ ĻٮĞمرٮ ٮĻا كįروهى را łح ـ P1.2 ده: ģحل س مٮģال

سره اى دٮńهىِ łاٮ ğٮ ٮńركĸروه ğر řحńهٮ اول) (عدد |G| = p ا łٮ G اهىِ ğٮ ĥمٮ كĸروه ٮńد ğكٮ ĥٮłاٮ Īٮ مسٮٔله. ĥدارد.صورٮ ğٮ
.|H| | p مى كĸوٮńد Īر ğراٮĸلاك هٔ ńٮ ğصĥڡ ،H ≤ G ٮńركĸروه ğر هر راى łٮ .۱ كĸام

،|H| = p اكĸر H؛ = {e} كĸاه ğٓاٮ ،|H| = ۱ اكĸر د. ğٮ ĥهسٮ p و ۱ اعداد ،p ĥٮ łٮ Īمٮ مڡĥسوم علٮńه هاى ها ğٮ ĥٮ .۲ H.كĸام = G كĸاه ğٓاٮ
.G = 〈a〉 ∼= Zp و دارد p هٔ łٮ ĥمرٮ a 6= e هر ، ğںńاٮ ر łٮ ğوں ğر ğاڡ دارد. ğٮ ود łوح دٮńهى łاٮ ğٮ سرهٔ ٮńركĸروه ğر ه. łحńٮ ĥٮ ğٮ. ĥاسٮ لى łٓاٮ و دورى اول، هٔ łٮ ĥمرٮ ا łٮ كĸروه هر ٮŊس

اٮĻٓلى ارحŌ ڡĞسمٮĞى ęح ęںĽرٮĞک ٮ łكوح ـ P1.3 ده: ģحل س مٮģال

.G′ ⊆ H دهٮńد ğاں Īس ğٮ د، Īاس łٮ لى łٓاٮ G/H Hو ⊴ G اكĸر مسٮٔله. ĥصورٮ. ĥاسٮ ٮĥى ğحńهمرٮ ٮńک ،π(g) = gH ،π : G→ G/H  ڡĥسمٮĥى œارح ğح ĥٮ Īاسĸك ğٮ .۱ ,a:كĸام b ∈ G هر راى łٮ .۲ كĸام
π([a, b]) = π(a)π(b)π(a)−۱π(b)−۱ = eG/H ,

. ĥاسٮ لى łٓاٮ G/H ٮńرا ğر
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د. ğمى ماٮ H در ğر ńٮ ğٮ اںğٓ ها ğار ٮĥعداد هر łرٮ ğحاصل ص ؛ ĥاسٮ ker π = H در ğاسار łه ح łاٮ łح هر ٮŊس .۳ كĸام
دارد. Hڡĥرار در ،G′ ٮńعٮğى د، ğٮ ğمى كٮ ٮĥولٮńد اںğٓ ها همهٔ كه ٮńركĸروهى ğر ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ

ٮĻعُد ٮĽک در ال ĞڡĞٮ ęاٮ كįروه ٮęماٮĽى ęارĻٮ ـ P1.4 ده: ģحل س مٮģال
ٮńد ğكٮ ĥٮłاٮ Īٮ ،x 7→ x+ a دٮńل هاى łٮ ĥٮ راى łٮ مسٮٔله. ĥصورٮ

a 7−→ D(a) =

(
۱ a

۰ ۱
)

د. ńٮ ğكٮ ص ğح Īمس را ğٓاں ٮńرى ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ٮğوع و ĥاسٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ :ٮńک łرٮ ğص هٔ łمحاسٮ .۱ كĸام

D(a)D(b) =

(
۱ a+ b

۰ ۱
)

= D(a+ b),

.D(a)−۱ = D(−a) ،D(۰) = I و
. ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ ٮŊس ، ĥاورداسٮ ğٮ span{e۱} .۲ كĸام

D(a)v = و y 6= ۰ اٮńد łٮ د، Īاس łٮ ه ĥٮ Īداس ود łوح v = (x, y)T مولد ا łٮ اورداٮńى ğٮ مكملِ ط ğح اكĸر .۳ كĸام
. ğصĥاڡ ğٮ ĥٮ ود؛ Īمى س ه łحńٮ ĥٮ ğٮ a ٮĥمام راى łٮ ay = ۰ اول ğار و ،λ(a) = ۱ دوم هٔ ğمؤلڡ ğار .λ(a)v

لىِ ğداح łرٮ ğص řحńهٮ ا łٮ ه łحńٮ ĥٮ ğٮ در ؛ ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋاٮ ğه ٮńٮ ğر łحĥٮ ولى ٮńر ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ُعدى، łدوٮ ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ ğںńاٮ ه. łحńٮ ĥٮ ğود.ٮ Īس ٮńكاٮğى ال ها ĥڡ ĥٮ ğاٮ ٮĥمام راى łٮ ğماں ğهم ر ه طور łٮ د ğواٮĥمى ٮğٮ ى ğٮ ńمعٮ ĥٮ łٮ Īمٮ

مدارها ģمارس ģس لم و ٮłاٮĽدارسارęها مدارها، ـ P1.5 ده: ģحل س مٮģال

د: ńٮ ğكٮ ĥٮłاٮ Īٮ د. ğمى كٮ Xعمل اهى ğٮ ĥمٮ موعهٔ łمح روى G اهى ğٮ ĥمٮ كĸروه مسٮٔله. ĥصورٮ
.Hy = gHxg

−۱ كĸاه ğٓاٮ ،y = g · x اكĸر (آ)
. ĥاسٮ ه ٮńک łک ٮńٮ ر ğاط ğٮ ĥمٮ G/Hx هم دسٮĥه هاى موعهٔ łمح ا łٮO(x) مدار موعهٔ łمح ( łٮ)

. ĥاسٮ ۱|G|
∑

g |Xg| ر łراٮ łٮ مدارها ٮĥعداد ( œح)
h ∈ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ .(g−۱hg)x = x ğٓاں معادل ٮńا ،h(gx) = gx اكĸر ها ğٮ ĥٮ و اكĸر h ∈ Hy .( ğالࢻ) حل

ود. Īمى س ĥاٮ łٮ Īاٮ ٮĥساوى و ،gHxg
−۱

،gHx = g′Hx اكĸر د. ńٮ ğكٮ ğࢻńعرٮĥٮ Φ(gHx) = gx ا łٮ را Φ : G/Hx → O(x) ĥٮ Īاسĸك ğٮ .( łٮ) عكس،حل ĥهٮ łح در اسٮĥدلال ğںńهمٮ . ĥاسٮ ğࢻńعرٮĥٮ  Īوس ğح ĥٮ Īاسĸك ğٮ ٮŊس gx؛ = g′x و g′−۱g ∈ Hx كĸاه ğٓاٮ
.|O(x)| = |G|/|Hx| ا ğلد . ĥداسٮńٮ Ŋٮ مدار ğࢻńعرٮĥٮ ğار ğودں łاٮ ĪوسŊٮ مى دهد؛ ğاں Īس ğٮ را ğودں łٮ  ĥࢼńرٮ ğر ĥم:ٮńمارٮ Īمى س Īروس دو ه łٮ را ار ğدĸك ĥٮłاٮ Īٮ  هاى œوح ğر موعهٔ łمح .( œح) حل

P = {(g, x) ∈ G×X : g · x = x}.

ğںńاٮ .|P| =
∑

x |Hx| رٮńم، ńٮĸك łٮ ĥٮ łاٮ Īٮ را x اول اكĸر .|P| =
∑

g |Xg| رٮńم، ńٮĸك łٮ ĥٮ łاٮ Īٮ را g اول اكĸر
|O| |Hx| = و ر łراٮ łٮ ها ğدارسارńاٮ Ŋٮ هٔ ğدار ğاٮ ،O مدار ٮńک در ٮńم؛ ğمى كٮ دى ğٮ łروه ٮĸك ه مدار łمدارٮ را موع łمح
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ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ اٮńد. ğر ğمى اڡ موع łمح ه łٮ |G| اً ĥڡ ńٮ ĥدڡ مدار ٮŊسهر . ĥاسٮ |G|∑
g

|Xg| = (مدارها#) |G|, مدارها# = ۱
|G|

∑
g

|Xg|.

ٮĽک ęرĽٮ ęڡ وى Ļح ģسęداٮ ٮĻراى اٮĞى Ļمحاسٮ ٮĞكمٮĽلىِ  هاى ģالس łح

صل ğڡ اٮńدهٔ د ğٮ Ŋح ğار ى łٮ ńركٮĥٮ ادهٔ ğڡ ĥاسٮ اںğٓ ها ğهدڡ د. ğامده اٮ ńٮ ğٮ دأ łمٮ ğںĥمٮ در و د ğٮ ĥهسٮ ى Īس ğامٓور ودهٔ ğر ğاڡ مساٮٔل ğںńاٮ. ĥاسٮ
ٮĽد ęكٮ ٮłٮĽدا را ٮęرمال مودهاى ه؛ Ğحلڡ ٮĽک روى ęمكاں هار łح ـ ۱ ģالس łح ده: ģحل س مٮģال

ٮńک ال ĥڡ ĥٮ ğاٮ عمل ٮńد. ğكٮ ٮĥصور دوره اى ى ğمرر راٮńط Īس ا łٮ و ع łمرٮ ٮńک رأس هار Ŋح در را ر łراٮ łٮ رم łح هار Ŋح. ĥاسٮ Z۴ مولدِ دهٔ ğٮńماٮ ğٮ T ٮŊس ،T ۴ = I ٮńم. ğمى كٮ ğࢻńعرٮĥٮ Tej = ej+۱ (mod ۴) ا łٮ را ه اى ğاٮ ğح
ٮńد. ğسار łٮ را ω = e۲πi/۴ = i ،v(k) = (۱, ωk, ω۲k, ω۳k)T ورٮńه اى ğڡ ردار łٮ .۱ كĸام

.Tv(k) = ω−kv(k) مى اٮńٓد ĥه دسٮ łٮ (Tv)j = vj−۱ ğار .۲ كĸام
و رمال اٮğد ğٮ مودهاى ردارها łٮ ğهماں د، Īاس łٮK = κ(۲I − T − T−۱) ٮńرو ğٮ ماٮĥرٮńس اكĸر .۳ كĸام

Kv(k) = κ(۲− ωk − ω−k)v(k) = ۴κ sin۲
(
πk

۴
)
v(k).

ğںńاٮ د. ğس اٮğركاٮ ğهم ڡ k = ۱, ۳ مود دو د؛ ğٮ ĥهسٮΩk = ۲
√
κ/m | sin(πk/۴)| ركاٮğس ها ğڡ ،m رم łح راى łٮ

. ĥاسٮ كه اى łٮ Īس كĸرهاى ğوساٮğٮ ğࢻńطٮ و دورى كĸروه اط łٮ ĥارٮ ğار ملموس ه اى ğموٮ ğٮ ه łمحاسٮ

ردها ٮĻا ط Ğڡ ęڡ ٮĽرى ęدłاٮ ęل ٮĽحوٮĞٮ ęموںęٓار ـ ۲ ģالس łح ده: ģحل س مٮģال

اٮńى ĥسه ٮ دور هاده، ğراٮ ĥٮ ،e كلاسِ سه روى χ = (۴, ۰, ۱) كاراكٮĥر S۳ ُعدىِ łهارٮ Ŋح ماٮńى ğٮ ğار łٮ د ńٮ ğكٮ ğرص ğد.ڡńٮ ğكٮ ٮńه ğر łحĥٮ را ğٓاں د. Īاس łٮ ه ĥٮ Īرها:داسĥكاراكٮ دول łح ا łٮ .۱ كĸام

m۱ =
۴+ ۰+ ۲
۶ = ۱, msgn =

۴+ ۰+ ۲
۶ = ۱,

m۲ =
۸+ ۰− ۲
۶ = ۱.

. ĥاسٮ ده Īسğٮ كĸم ء ğر łح řحńهٮ ٮŊس ، ĥاسٮ ۱+ ۱+ ۲ = ۴ عاد łاٮ مع łح .۲ الٮłكĸام łح . ĥاسٮ ٮńر ğد Ŋل ٮńحوٮĥٮ ٮŊس ،‖χ‖۲ = ۱۲+ ۱۲+ ۱۲ = ۳ > ۱ ğں ńٮ ğٮ Ŋهمح .D ∼= ۱⊕ sgn⊕ ۲ ه. łحńٮ ĥٮ ğامٓد.ٮ ĥه دسٮ łٮ ۲⊗ ۲ مسٮٔلهٔ در كاراكٮĥر، ğںńهمٮ كه ğٮńاٮ
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įکęدورٮ مهرهٔ هار łح ٮĻا د ęٮ Ļٮ ęردٮįك ģمارس ģس ـ ۳ ģالس łح ده: ģحل س مٮģال

مرده Īس معادل  ها، łاٮĥٮ ğار łٮ ه ğٮ دوراںğ ها، ڡĥط ğڡ و د ğه اٮ ĥٮ ğرڡĸك ڡĥرار ه ĥحلڡ ٮńک روى ٮńد ğسڡ و اه ńسٮ مهرهٔ هار Ŋد.ح ğمى كٮ عمل C۴ = {e, r, r۲, r۳} كĸروه د. ğوٮ Īارد.مى س ğدĸمى ك ĥٮłاٮ Īٮ را ĥحالٮ ۲۴ = ۱۶ هماٮğى .۱ .كĸام ĥحالٮ ۲ كدام هر ارد: ğدĸمى ك ĥٮłاٮ Īٮ را ĸکğک رٮńٮ ِĥحالٮ دو ها ğٮ ĥٮ ه اى، ğاٮ ğسه ح ٮńا ه اى ğاٮ ğک حńٮ ِ ğدوراں .۲ دٮńكĸرىكĸام ğار ڡĥل ĥمسٮ مى ٮĥواٮğد ه ğرح Ŋح هر دارد؛ (۲ ۴) و (۱ ۳) ڡĥل ĥمسٮ هٔ ğرح Ŋح دو ه اى ğاٮ ğدوح ِ ğدوراں .۳ دارد.كĸام ĥٮłاٮ Īٮ ĥحالٮ ۲۲ = ٮŊس۴ كĸٮńرد، łٮ ĸکğرٮ ٮńوسمى دهدٮńک ğٮ łروٮ ğڡ ـ ى Īكوس لم .۴ كĸام

N =
۱۶+ ۲+ ۴+ ۲

۴ = ۶.

ğࢻńعرٮĥٮ ود؛ Īمى س ğعوص ğاسحŊٮ و رٮńم łٮ ه كار łٮ را D۴  ٮĥر ĸرک ğر łٮ كĸروه اٮńد łٮ ٮńم، ğكٮ ğار łمح ğر ńٮ ğٮ را  ها łاٮĥٮ ğار łٮ .اكĸر ĥاسٮ مسٮٔله ٮńک ğر ńٮ ğڡ ğار ى Īس ğح łٮ مارٮńم» Īمى س ٮńكى را ى ğر ńٮ Ŋه ح Ŋح» ĥࢼńٮ ĥدڡ

د؟ ęٮĽٓمى اٮ ا Ļكح ęار S۳ مركرęى ٮłرورģكٮĞورهاى ـ ۴ ģالس łح ده: ģحل س مٮģال

: ĥعلامٮ و دٮńهى łٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ راى łٮ كĸروه، ر łٮ łح Īس ğحłٮ رمول ğڡ ا łٮ دارٮńم. را S۳ كلاسِ سه
p۱ =

۱
۶
∑
g∈S۳

g, psgn =
۱
۶
∑
g∈S۳

sgn(g)g.

: ĥاسٮ (۲, ۰,−۱) كلاس ها روى كاراكٮĥر و d۲ = ۲ ğوں Ŋح دارد، ğاٮ ĥاسٮ ُعدى łدوٮ ماٮńى ğٮ ğار łٮ راى łٮ
p۲ =

۲
۶
(
۲e− (۱۲۳)− (۱۳۲)

)
=
۱
۳
(
۲e− (۱۲۳)− (۱۳۲)

)
.

هاده ğراٮ ĥٮ هر łٮńرٮ ğص ؛ ĥاسٮ ۱/۶+۱/۶+۲/۳ = ۱ ر łراٮ łٮ e łٮńرٮ ğص ٮńم، ğكٮ مع łح را رمول ğڡ سه اكĸر وارسى.
ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ ود. Īمى س ۱/۶+ ۱/۶− ۱/۳ = ۰ اٮńى ĥسه ٮ دور هر łٮńرٮ ğص و ،۱/۶− ۱/۶+ ۰ = ۰

p۱ + psgn + p۲ = e.

ماٮĥرٮńسى اٮńهٔ Ŋٮ كه ğٓاٮ ğدوں łٮ د، ğٮ ğمى كٮ دا łح ٮńكدٮńكĸر ğار كĸروه ر łٮ łح در را ماٮńى ğٮ ğار łٮ هٔ ğوٮĸك سه عٮğصر، سه ğںńم.اٮńٮ ğكٮ łاٮ ğحĥٮ ğاٮ واهى ğدلح

ęارں ĞڡĞٮ ٮĻا اٮęررģى سطح ęںĞٮ ęكاڡ ģس ـ ۵ ģالس łح ده: ģحل س مٮģال

ماٮńى ğٮ ğار łٮ ررسى، łٮ مورد ِĥحالٮ اى ğص ğڡ و ĥاسٮ S۳ ğارں ĥڡ ĥٮ داراى ٮĥومى ğكواٮ هٔ ğساماٮ ٮńک ٮńد ğكٮ ğرص ğاڡ łه ح łاٮ łح ٮĥى Īسĸكńاٮ łح ماٮĥرٮńس هاى همهٔ ا łٮ H لٮĥوٮğى ńهامٮ اكĸر د. ğمى كٮ حمل را ğٓاں ُعدى łسه ٮ ٮĥىِ Īسĸكńاٮ ł؟ح ĥسٮńٮ Ŋح ğٓاں كل Īس ود، Īس
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 ڡĥطر œارح ğح دراٮńه هاى همهٔ و a رِ łراٮ łٮ Hرا ڡĥطرى دراٮńه هاى ٮĥمام ٮĥ ها، Īسĸكńاٮ łح همهٔ ا łٮ اٮńى łه ح łاٮ łح .۱ د:كĸام ğمى كٮ b رِ łراٮ łٮ را

H =

a b b

b a b

b b a

 = (a− b)I۳ + bJ۳.

. ĥاسٮ E۱ = a+ ۲b ررĪى ğاٮ ٮŊس دارد؛ ۳ هٔ Īرńوٮ دار ĥمڡ J۳سńرٮĥماٮ ،(۱, ۱, ۱)T ğارں ĥڡ ĥمٮ ردارِ łٮ روى .۲ كĸام
E۲ = a− b دهٔ ğوٮ Īكرارسĥٮ ار łدوٮ ى Īرر ğاٮ ğںńراٮ łاٮ ğٮ łٮ J۳v؛ = ۰ دارٮńم ،x+ y + z = ۰ حهٔ ğصڡ روى .۳ كĸام

. ĥرااسٮ اٮńى ĥدوٮ ى ğٮĸهك łٮ ĥٮ و ۱ ⊕ ۲ ار ĥٮ ğساح هاٮńى ğٮ ĥه ٮ łٮ ğارں ĥڡ ĥٮ سه، هٔ łدرح صهٔ ğح Īمس معادلهٔ حل اى łه ح łٮ ه. łحńٮ ĥٮ ğٮ. ĥاسٮ كرده ğںńٮ ńعٮĥٮ

كوٮĞاه ٮĻسٮĽار وارģه ٮęامهٔ

كĸلٮńسى ğاٮ ر łراٮ łٮ ارسى ğڡ اصطلاح

group, subgroup, normal subgroup رمال ğٮ ٮńركĸروهِ ğر ٮńركĸروه، ğر كĸروه،
coset, conjugacy class œدوح ğمر كلاس هم دسٮĥه،
group action, orbit, stabilizer ğدارسارńاٮ Ŋٮ مدار، كĸروهى، عمل
homomorphism, isomorphism,
automorphism

ٮĥى ğحńودرٮ ğح ٮĥى، ğحńكرٮńٮ ٮĥى، ğحńهمرٮ

representation, faithful, unitary ٮńكاٮğى ادار، ğوڡ ماٮńى، ğٮ ğار łٮ
irreducible, decomposable ٮńر ğد Ŋه ٮńٮ ğر łحĥٮ ٮńر، ğد Ŋاٮ ğل ٮńحوٮĥٮ
character, intertwiner, tensor product اٮğسورى ĥٮ łرٮ ğص ، ğاڡ łٮ ğاں ńمٮ ر، ĥكاراكٮ
group algebra, module, idempotent ğواںĥودٮ ğح مدول، كĸروه، ر łٮ łح

ęںĞمٮ درٮĻارهٔ Ğٮ ģادداسĽٮ و اٮĻع ęمٮ

Con- łاٮ ĥكٮ ğار Basic Group Theory and Representation Theory اول، صل ğڡ مه: łرحĥٮ اصلىِ ع łٮ ğمٮ، Īس ğحłٮ ده ğر ğاٮ Ŋٮ łٮńٮ ĥرٮ ĥٮ ده. Īارى س ğدĸارك łٮ حه اى ğصڡ ۲۶ اٮńل ğڡ اساس ر łٮ ،tinuous Groups for Physicists،راهى ğاں ńمٮ ٮńح هاى ğوصĥٮ د. ğده اٮ Īس ٮĥه ğرڡĸك اصلى ğںĥمٮ ğار اٮńاٮğى Ŋٮ مسٮٔلهٔ œح ğٮ Ŋٮ و ٮńه ها ğصĥڡ محورى، ĥعلمى،اصطلاحاٮ ĥٮĥدڡ راى łٮ مورد، د ğٮ Ŋح در د. ğى اٮ Īس ğامٓور ودهٔ ğر ğاڡ ه ها Ŋح ğحńارٮ ĥٮ و ٮńكى ğر ńٮ ğڡ  هاى Īالس Ŋح حل مسٮٔله، كادرهاى

۳۰
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. ĥاسٮ امٓده ğر ńٮ ğٮ ى Īسńراٮńوٮ ِĥٮ Īادداسńٮ
Boerner (1963); Hamermesh (1962); Jansen اصلى: صل ğڡ ğاںńاٮ Ŋٮ در ده Īى س ğمعرڡ كلاسٮńک ع łاٮ ğمٮ

& Boon (1967); Weyl (1931); Wigner (1959).

لى: ńكمٮĥٮ ĥكاٮ ğٮ و ى ğحńارٮ ĥٮ ررسى łٮ ğد ğٓماح
ع. łٮ ğمٮ ه łٮ د ğوٮ ńٮ Ŋٮ كه؛ Īماس و ور Īس ٮńوس، ğٮ łروٮ ğڡ امه هاى ğى ٮĸدك ğٮ ğر و كĸروه ها رٮńهٔ ğط ğٮ هٔ Ŋح ğحńارٮ ĥٮ ،MacTutor

اله. ĥمڡ ه łٮ د ğوٮ ńٮ Ŋٮ رٮğساٮńد؛ łٮ لم الهٔ ĥمڡ ،Encyclopedia of Mathematics

. ğورداںĸك ـ Īس łكلٮ Īروس رىِ łٮ łح ه هاى Īسńرٮ ارهٔ łدرٮ Angular Momentum Diagrams مرورى الهٔ ĥمڡ
كĸروه هاى ماٮńىِ ğٮ ğار łٮ رٮńهٔ ğط ğٮ دارد ğاٮ ĥاسٮ ğوںĥمٮ عمومى: ِ ğداںńمٮ ر łٮ كĸروه ر łٮ łح و كه Īماس هٔ ńٮ ğصĥڡ ٮńح ğوصĥٮ راى łٮ. ĥاسٮ اصلى صل ğڡ ِ ğں ĥمٮ ٮĥصار ğاح ğار ر ĥراٮ ğڡ كٮĥه ğٮ ğںńاٮ اهى؛ ğٮ ĥمٮ

ارںę ها ĞڡĞٮ ِ ęاںĻٮ ęر ęار ęٓاع ـ صل ęڡ ęاںĽاٮłٮ

۳۱

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
https://encyclopediaofmath.org/wiki/Burnside_Lemma
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