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امیرکبیر صنعتی انرژی مهندسی و فیزیک دانشکده
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افزوده تکمیلی» «توضیح عنوان با تکمیلی توضیح های بوده، نیاز بیشتری توضیح
کتاب اصلی متن جزو و مفهوم اند شدن روشن تر برای تکمیلی مطالب شده اند.
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۱ فصل

نمایش نظریۀ و گروه نظریۀ مبانی

مهم اند؟ فیزیک در گروه ها چرا

دستگاه یک دوران می شوند. ظاهر «تقارن» قالب در بنیادی ساختارهای از بسیاری فیزیک، در
کوانتومی حالت های که تبدیل هایی حتی و لورنتس تبدیل وارونگی، فضا، در جابه جایی مختصات،
گروه ها زبان با را آن ها می توان که هستند عمل هایی از نمونه هایی همگی می برند، یکدیگر به را
بسیار ریاضی زبان بلکه نیست؛ مجرد جبر از بخشی صرفاً گروه نظریۀ بنابراین کرد. صورت بندی

است. فیزیکی تقارن های بیان برای نیرومندی
زیرگروه ها، با سپس کنیم، معرفی دقیق به صورت را گروه مفهوم ابتدا که است آن فصل این هدف
نمایش های به ادامه در و شویم آشنا مجموعه ها بر گروه کنش و خارج قسمت ها هم ریختی ها،
جبر نیز فصل انتهای در برسیم. شُور قضیۀ و تجزیه ناپذیر نمایش های کاراکترها، گروه ها، خطی

می شود. معرفی گروه

پیش نیازها

تبدیل ها، برداری، فضاهای مجموعه ها، مبانی با خواننده که است شده فرض اصلی متن در
مفاهیم این هرجا فصل طول در آشناست. داخلی ضرب و ماتریسی نمایش خطی، عملگرهای

می کنیم. ارائه کوتاهی یادآوری باشند، داشته اساسی نقش

۳
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فصل راه نقشۀ
و زیرگروه

خارج قسمت ⇐= گروه

و هم ریختی
گروه عمل

ww�
و کاراکتر

نمایش های
تحویل ناپذیر

⇐= خطی نمایش

ww�
و شُور قضیۀ

گروه جبر

گروه تعریف 1.1

مانند عناصر از مجموعه ای G گروه یک
a, b, c, . . . , g, . . . , e, . . .

می کند. برآورده را زیر شرط چهار که است «ضرب») (یا ترکیب قانون یک با همراه

گروه — ۱٫۱ تعریف
می شود، نوشته ab نماد با آن حاصل a, b ∈ G عضو دو هر برای که دوتایی، عمل یک Gبا مجموعۀ

هرگاه: است گروه یک
باشد. G از یکتا عضو یک ab حاصل ،a, b ∈ G هر برای بسته بودن: .۱

باشیم داشته a, b, c ∈ G هر برای شرکت پذیری: .۲

a(bc) = (ab)c = abc ∈ G.

به طوری که باشد داشته وجود e ∈ G یکتایی عضو همانی: عضو .۳

ae = ea = a, ∀a ∈ G.

به طوری که باشد داشته وجود a−۱ ∈ G یکتایی عضو ،a ∈ G هر برای معکوس: .۴

a−۱a = aa−۱ = e.

۴
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اصلی متن در است. شده تعریف گروه اعضای از زوج هر برای زیرا می نامیم، دوتایی» «عمل را ترکیب قانون
و چپ همانی وجود تنها می توان مثلاً نوشت؛ نیز فشرده تر را اصول دستگاه می توان که می شود اشاره

گرفت. نتیجه را بالا در کامل ویژگی های وجود آن ها از سپس و کرد فرض را چپ معکوس
می نامیم. گروه مرتبۀ را آن و می دهیم نشان |G| با را عناصر تعداد باشد، محدود گروه عناصر تعداد اگر
حالت در باشد؛ پیوسته عناصرش تعداد یا باشد داشته نامتناهی شمارای عناصر تعداد است ممکن گروه

داریم. کار و سر معین بعد دارای خمینۀ یک و پیوسته گروه یک با معمولاً اخیر،

گروه یک تشخیص برای ساده پرسش سه

مجموعه ای چه روی دقیقاً «عمل مفیدند: بسیار مفهومی پرسش سه پیشنهادی، ساختار هر برای
می آید؟» دست به چگونه عنصر هر «معکوس و چیست؟» همانی «عضو است؟»، شده تعریف
بسیار فیزیکی مثال های در روش این شوند. بررسی نیز شرکت پذیری و بسته بودن باید آن از پس

است. کارآمد

مثال چند 1.2

Sn متقارن گروه .۱

و متناهی گروه این می شود. داده نشان Sn با و است شیء n جایگشت های همۀ گروه متقارن، گروه
با برابر آن مرتبۀ

|Sn| = n!

است.
نوشت: چرخه ای نمایش با یا دوبعدی جدول با می توان را p ∈ Sn جایگشت هر

p =

( ۱ ۲ · · · n
p(۱) p(۲) · · · p(n)

)
.

در که است این مهم نکتۀ داد. نمایش مجزا چرخه های حاصل ضرب صورت به را آن می توان همچنین
می شود: خوانده چپ به راست از ترکیب کتاب، این متداول قرارداد

(qp)(j) = q
(
p(j)

)
, j = ۱, ۲, . . . , n. (۳ .۱)

از است عبارت جایگشت همانی

e =

(۱ ۲ · · · n
۱ ۲ · · · n

)
= (۱)(۲) · · · (n),

رابطۀ با p−۱ معکوس و
p−۱(p(j)) = j

می شود. تعریف

۵
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است؟ مهم ترکیب ترتیب چرا — ۱٫۱ مثال

q(p(j)) نتیجه را، q سپس و کنیم اعمال j روی را p ابتدا اگر بگیرید. نظر در را q و p جایگشت دو
و نمایش نظریۀ در نکته این است. «q سپس ،p «ابتدا معنای به قرارداد این در qp بنابراین است.

است. حیاتی می دهیم، انجام متوالی تبدیل چند که هنگامی فیزیک، در نیز

جمع عمل با صحیح اعداد .۲

است. −n برابر n معکوس و ۰ همانی عضو است. آبلی گروه یک جمع، عمل با صحیح اعداد مجموعۀ

ضرب عمل با مثبت حقیقی اعداد .۳

a−۱ = ۱/a برابر aمعکوس و ۱ همانی عضو است. آبلی گروه یک ضرب عمل با مثبت حقیقی اعداد مجموعۀ
است.

جمع عمل با برداری فضای .۴

بردار همانی، می دهد. تشکیل آبلی گروه یک بردارها، جمع عمل با مختلط، یا حقیقی برداری فضای هر
است. بردار آن منفی بردار، هر معکوس و صفر

دوران گروه های .۵

در متعامد تبدیل های گروه های O(۳) و SO(۳) و صفحه، دوران های گروه O(۲) و SO(۲) گروه های
دارد وجود مجزا مؤلفۀ دو ،O(۳) و O(۲) در عنصرند. بی نهایت دارای و پیوسته گروه ها این سه بعدند.
زیرگروه های داد. تشخیص غیرمتعامد و متعامد پیوستۀ اجزای صورت به را آن ها می توان به ترتیب که

مرتبط اند. نقطه ای گروه های با می گذارند، ناوردا را فضایی یا صفحه ای منظم شکل یک که گسسته ای

بالاتر ابعاد به تعمیم .۶

،O(n) ،SO(n) گروه های به و داد تعمیم بالاتر ابعاد به می توان را متعامد تبدیل های و دوران گروه های
می شوند. مطرح نیز SO(n,C) مانند مختلط متعامد گروه های همچنین رسید. U(n) و SU(n)

زمان ـ فضا با مرتبط گروه های .۷

مربوط زمان ـ فضا ساختار به که گروه هایی اند جمله از پوانکاره و لورنتسی گالیله ای، اقلیدسی، گروه های
یا فضایی بازتاب مانند گسسته ای اعمال افزودن با و بی نهایت عنصری اند و پیوسته آن ها همۀ می شوند.

آورد. دست به همبند مؤلفۀ چند می توان زمانی

۶
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غیرآبلی و آبلی گروه
باشیم داشته a, b ∈ G هر برای هرگاه می نامیم آبلی را G گروه

ab = ba.

است. غیرآبلی گروه نباشد، برقرار زوج ها همۀ برای رابطه این اگر

که حالی در است، آبلی SO(۲) است. غیرآبلی n ≥ ۳ برای Sn اما است، آبلی S۲ بالا، مثال های میان در
غیرآبلی اند. O(۳) و SO(۳) ،O(۲)

حذف قاعدۀ
داریم a, b, c ∈ G برای گروه، هر در

ab = ac ⇐⇒ b = c, ba = ca ⇐⇒ b = c. (۵ .۱)

ضرب a−۱ در چپ از باشد، ab = ac اگر نمونه، برای می آید. به دست معکوس ها یکتایی از نتیجه این
می کنیم:

a−۱(ab) = a−۱(ac) =⇒ b = c.

ضرب جدول

عناصر با آن ستون های و سطرها که داد نشان جدولی در را ترکیب قانون تمام می توان متناهی گروه برای
قاعدۀ دلیل به می شود. نوشته ab حاصل b ستون و a سطر تقاطع محل در و خورده اند برچسب گروه

می شود. ظاهر بار یک دقیقاً گروه عضو هر ستون هر و سطر هر در حذف،

گروه یک درون عملیات 1.3

مزدوج کلاس های و مزدوج سازی 1.3.1

می سازد: G از دیگری عنصر b به وسیلۀ a مزدوج سازی ،a, b ∈ G برای

a′ = bab−۱, a = b−۱a′b. (۷ .۱)

یکدیگرند. مزدوج a′ و a می گوییم
مزدوج کلاس

می آیند: دست به مزدوج سازی با a از که است عناصری همۀ مجموعۀ a عنصر مزدوج کلاس

C(a) = {bab−۱ | b ∈ G}, (۸ .۱)

می شوند. حذف تکرارها نمایش این در که

همچنین: است. C(e) = {e} مثلاً

می شود. مشخص کلاس کل کلاس، یک عضو هر دانستن با بنابراین C(a)؛ = C(bab−۱) .۱

۷
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از بخشی با نمی تواند کلاس یک از بخشی هم اند؛ از جدا کاملاً یا یکسان اند کاملاً یا مزدوج کلاس دو .۲
باشد. داشته هم پوشانی دیگر کلاس

است. مزدوج کلاس های مجزای اجتماع گروه کل .۳

به را جایگشت یک اگر برعکس. و دارند یکسان چرخه ای ساختار دقیقاً مزدوج کلاس یک اعضای Sn در
آنگاه بنویسیم، m۱,m۲, . . . طول های با مجزای چرخه های حاصل ضرب صورت

n = m۱ +m۲ + · · · (۱۰ .۱)

کلاس های چرخه ای ساختارهای بنابراین می کند. تعیین را جایگشت چرخه ای ساختار (m۱,m۲, . . .) افراز و
می کنند. تعیین را Sn مزدوج

محور یک حول معین زاویۀ یک با دوران هر دید، خواهیم بعدی فصول در که همان گونه نیز، SO(۳) در
محورهای و زاویه همان با دوران هایی همۀ شامل مزدوج کلاس یک ازاین رو می شود؛ مشخص معین

است. مختلف

فیزیکی برداشت

می کند، عوض را توصیف دستگاه b تبدیل یک دید: چنین فیزیکی زبان به می توان را مزدوج سازی
نظریۀ در برمی گردیم. اول دستگاه به b−۱ با پایان در و می کنیم اجرا جدید دستگاه در را a سپس

کند. تولید تقارن همان از هم ارز» «نسخۀ یک می تواند تبدیل این گروه،

زیرگروه ها 1.3.2

زیرگروه
کنند، برآورده را گروه یک شرایط تمام G گروه ترکیب قانون همان با H عناصر و باشد H ⊆ G اگر

بدیهی اند. زیرگروه های H = G و H = {e} حالت های می نامیم. G از زیرگروه یک را H آنگاه

است: این زیرگروه تشخیص برای فشرده بسیار معیار یک

H ⊆ Gاست زیرگروه ⇐⇒ h−۱
۱ h۲ ∈ H ∀h۱, h۲ ∈ H. (۱۱ .۱)

An متناوب زیرگروه یعنی زوج جایگشت های ،(Z,+) در زوج صحیح اعداد از: عبارت اند آشنا نمونه های
محور یک حول SO(۳) دوران های همۀ و می گذارند، ثابت را n که جایگشت هایی از Sn−۱ زیرگروه ،Sn در

معین.
می کند: مولد زیرگروه یک توان هایش طریق از متناهی، گروه یک در a عنصر هر

a ∈ G =⇒ {e, a, a۲, . . . , aq−۱},

که است مثبت صحیح عدد کوچک ترین q آن در که

aq = e. (۱۲ .۱)

تقسیم را گروه مرتبۀ q لاگرانژ، قضیۀ طبق و a−۱ = aq−۱ آنگاه می نامیم. a عنصر مرتبۀ را q عدد این
می کند.
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مزدوج زیرگروه 1.3.3

می کنیم: تعریف g ∈ G عنصر و H زیرگروه برای

Hg = gHg−۱ = {ghg−۱ | h ∈ H} ⊆ G. (۱۳ .۱)

آید. دست به دیگری زیرگروه است ممکن صورت این غیر در Hg؛ = H باشد، g ∈ H اگر

جانبی کلاس های 1.3.4

راست و چپ جانبی کلاس
از عبارت اند به ترتیب چپ و راست جانبی کلاس ،a ∈ G عنصر و H ⊆ G زیرگروه برای

aH = {ah | h ∈ H}, Ha = {ha | h ∈ H}. (۱۴ .۱)

کلاس های اجتماع گروه کل مجزا. کاملاً یا یکسان اند کاملاً یا چپ جانبی کلاس دو یا راست جانبی کلاس دو
متناهی: گروه برای بنابراین Hهستند. با یکسانی عناصر تعداد دارای جانبی کلاس های همۀ و است جانبی

|G|
|H|

∈ N

است. لاگرانژ قضیۀ محتوای همان این است. متمایز جانبی کلاس های تعداد
اگر متفاوت اند. راست و چپ جانبی کلاس های کلی حالت در

gHg−۱ = H ∀g ∈ G,

صورت: این در می نامیم. ناوردا یا نرمال زیرگروه را H آنگاه

Hاست نرمال ⇐⇒ gHg−۱ = H ∀g ∈ G ⇐⇒ aH = Ha ∀a ∈ G. (۱۵ .۱)

خارج قسمت گروه 1.3.5

جدید گروه یک عناصر به عنوان می توانند خود راست و چپ مشترک جانبی کلاس های باشد، نرمال H اگر
همانی می دهیم. نشان G/H با و می نامیم عاملی گروه یا خارج قسمت گروه را آن که شوند گرفته نظر در

صورت به کلاس ها ضرب و است H = eH آن

(aH)(bH) = abH

صورت به معکوس و
(aH)−۱ = a−۱H

متناهی: گروه برای می شود. تعریف
|G/H| = |G|

|H|
.
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Z/nZ خارج قسمت — ۲٫۱ مثال

جانبی کلاس های است. نرمال (Z,+) آبلی گروه از nZ زیرگروه

۰, ۱, . . . , n− ۱

درک برای بعداً مثال این می سازند. را Z/nZ خارج قسمت گروه و پیمانه ای اند باقیمانده های همان
بود. خواهد مفید بسیار یک بعدی نمایش های و گسسته گروه های

جابه جایی گر و مرکز 1.3.6

گروه: مرکز نخست، دارند. وجود مهم طبیعی نرمال زیرگروه دو
Z(G) = {a ∈ G | ab = ba ∀b ∈ G}. (۱۶ .۱)

است. آبلی همیشه گروه یک مرکز
می کنیم: تعریف را عنصر دو جابه جایی گر غیرآبلی بودن، میزان اندازه گیری برای

q(a, b) = aba−۱b−۱. (۱۷ .۱)
است: برقرار زیر مهم بسیار رابطۀ

q(a, b) = e ⇐⇒ ab = ba.

همچنین:
q(a, b)−۱ = q(b, a), cq(a, b)c−۱ = q(cac−۱, cbc−۱). (۱۸ .۱)

جابه جایی گر زیرگروه
می گیریم: جابه جایی گرها از متناهی حاصل ضرب های مجموعۀ را Q جابه جایی گر زیرگروه

Q = {q(a۱, b۱)q(a۲, b۲) · · · q(am, bm)} . (۱۹ .۱)

غیرجابه جایی بودن تمام خارج قسمت، در یعنی می شود؛ خارج قسمتG/Qآبلی گروه و است نرمال زیرگروه این
.Q ⊆ H آنگاه باشد، آبلی G/H و باشد نرمال زیرگروهی H اگر است. شده حذف

و است An برابر جابه جایی گر زیرگروه ،Sn برای
Sn/An

است. عنصری دو آبلی گروه یک

نیمه ساده و ساده گروه
اگر می نامیم نیمه ساده را G گروه باشد. نداشته سره نرمال زیرگروه اگر می نامیم ساده را G گروه

باشد: نداشته نرمال آبلی زیرگروه

Gساده =⇒ Gنیمه ساده . (۲۰ .۱)

تنها An ،n ≥ ۵ یا n = ۳ برای نیست. ساده Snای هیچ بنابراین است، نرمال An زیرگروه Snها همۀ در
مقابل، در دارد. وجود نیز دیگر چهارتایی نرمال زیرگروه یک S۴ در است. Sn مناسب ناصفرِ نرمال زیرگروه

است. ساده گروه یک SO(۳)
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خودریختی ها 1.3.7

خودریختی
دوسویی تابع G گروه خودریختی

τ : G→ G

کند: حفظ را ضرب که است

τ(a)τ(b) = τ(ab), τ(G) = G, τ−۱دارد وجود . (۲۱ .۱)

ازاین رو
τ(a−۱) = τ(a)−۱, τ(e) = e.

تابع ثابت، g ∈ G هر برای

τg(a) = gag−۱ (۲۲ .۱)

می نامیم. بیرونی را دیگر خودریختی های می نامیم. درونی خودریختی را آن که است خودریختی یک
است؟ مهم خودریختی چرا

عوض سازگار نحوی به را عناصر نام گذاری فقط نمی دهد؛ تغییر را گروه» «ساختار خودریختی،
نقش هم ارزی ساختارهای و درونی تقارن های تشخیص در مفهوم این فیزیک، زبان در می کند.

دارد. مهمی

گروه ها میان روابط و عملیات 1.4

هم ریختی 1.4.1

گروه ها هم ریختی
تابع باشند، گروه دو G و G′ اگر

ϕ : G′ → G

هرگاه است هم ریختی یک

ϕ(a′b′) = ϕ(a′)ϕ(b′) ∀a′, b′ ∈ G′. (۲۳ .۱)

می شود: نتیجه رابطه این از

ϕ(e′) = e, ϕ(a′−۱) = ϕ(a′)−۱, ϕ(G′) ⊆ G

با است برابر هم ریختی هستۀ است. G از زیرگروهی ϕ(G′) تصویر و

K = {g′ ∈ G′ | ϕ(g′) = e}, (۲۴ .۱)

است. G′ در نرمال زیرگروه یک که
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ایزومورفیسم
دو صورت این در می نامیم. ایزومورفیسم را آن باشد، وارون پذیر و پوشا یک به یک، هم ریختی اگر

می نویسیم و یکسان اند اساساً گروهی ساختار دیدگاه از گروه

G′ ' G.

صورت به ایزومورفیسم اول قضیۀ باشد، ϕ(G′) = G اگر

G′/K ' G (۲۵ .۱)

می شود. نوشته

مستقیم حاصل ضرب 1.4.2

عمل و می شود تشکیل (a۱, a۲) مرتب زوج های از G۱ ×G۲ مستقیم حاصل ضرب ،G۲ و G۱ گروه دو برای
است: مؤلفه ای صورت به آن گروهی

(a۱, a۲)(b۱, b۲) = (a۱b۱, a۲b۲),

e = (e۱, e۲), (a۱, a۲)
−۱ = (a−۱

۱ , a
−۱
۲ ). (۲۶ .۱)

متناهی: گروه های برای
|G۱ ×G۲| = |G۱||G۲|.

نیمه مستقیم حاصل ضرب 1.4.3

ندارند. متقارن نقش G۲ و G۱ آن در که است گروه دو ترکیب از ظریف تری نوع نیمه مستقیم حاصل ضرب
آن گاه کند. برآورده را مناسب سازگاری شرایط که می گیریم نظر G۲در از τa۱ خودریختی یک a۱ ∈ G۱ هر برای

صورت به مرتب زوج های ضرب قانون

(a۱, a۲)(b۱, b۲) =
(
a۱b۱, a۲τa۱(b۲)

)
(۲۸ .۱)

خواهد ظاهر زمان، ـ فضا گروه های جمله از بسیاری، فیزیکی مثال های در ساختار این می شود. تعریف
شد.

نیمه مستقیم برابر در مستقیم حاصل ضرب

نیمه مستقیم، حاصل ضرب در می شوند. ضرب هم از مستقل مؤلفه دو مستقیم، حاصل ضرب در
کوچک پیچش همین می گذارد. «اثر» دیگری بر دیگر گروه خودریختی های به وسیلۀ گروه ها از یکی

است. فیزیکی گروه های در مهمی ساختارهای منشأ

نمایش ها و گروه عمل های 1.5
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مجموعه یک روی گروه عمل 1.5.1

نگاشتی g ∈ G هر برای می کند. عمل X مجموعه ای روی G کنید فرض

ϕg : X → X

می دهد: بازتاب نگاشت ها قالب در را گروه قوانین درستی که داریم

ϕe = IdX , ϕg′ ◦ ϕg = ϕg′g, ϕg−۱ = ϕ−۱
g . (۲۹ .۱)

است. وارون پذیر و پوشا یک به یک، ϕg هر همچنین

پایداری گروه و مدار
از است عبارت x ∈ X نقطه یک مدار

Orb(x) = {ϕg(x) | g ∈ G}.

رابطۀ
x ∼ y ⇐⇒ y = ϕg(x) بعضی gبرای ∈ G

می کند. ایجاد X روی هم ارزی رابطۀ یک
از است عبارت x نقطۀ ایزوتروپی گروه یا پایداری گروه

H(x) = {g ∈ G | ϕg(x) = x}.

از است عبارت آن ثابت نقاط مجموعۀ g ∈ G ثابت عنصر برای همچنین

Xg = {x ∈ X | ϕg(x) = x}.

مکانیک در می کنند. عمل فاز فضای بر کانونی تبدیل های به صورت معمولاً گروه ها کلاسیک، مکانیک در
می شود. مطرح برهم نهی اصل و است هیلبرت، فضای یعنی خطی، فضای یک حالت فضای کوانتومی،

کنند. پیدا ویژه ای اهمیت گروه ها خطی نمایش های می شود سبب موضوع همین
بردار یک دوران ملموس: مثال یک

و است دوران ماتریس یک g ∈ G هر باشد، X = R۳ و G = SO(۳) اگر

ϕg(x) = gx.

با که است مختلف جهت های در و ثابت طول با بردارهایی تمام مجموعۀ غیرصفر، بردار یک مدار
همان حول دوران گروه باشد، z محور روی مشخصی بردار اگر می شوند. تبدیل یکدیگر به دوران

می گیرد. قرار بردار آن پایداری گروه در بنابراین و می گذارد ثابت را بردار آن محور
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گروه نمایش های 1.6

گروه نمایش
V روی G از D نمایش یک باشد. مختلط یا حقیقی برداری فضای یک V و گروه یک G کنید فرض

که به گونه ای است وارون پذیر خطی عملگرهای از مجموعه ای
باشد؛ V روی وارون پذیر خطی عملگر D(g) ،g ∈ G هر برای .۱

.۲
D(e) = ۱;

.۳
D(g′)D(g) = D(g′g), g′, g ∈ G;

بنابراین .۴
D(g−۱) = D(g)−۱.

(1.30)

اگر می نامیم وفادار را نمایش
D(g′) = D(g) =⇒ g′ = g, (۳۱ .۱)

نامتناهی یا متناهی می تواند و است V برداری فضای بعد برابر نمایش بعد است. ناوفادار نمایش وگرنه
باشد.

است؟ مهم نمایش چرا

به را گروه انتزاعی عناصر می دهد اجازه ما به نمایش باشد؛ انتزاعی کاملاً می تواند گروه تعریف
پیوند فیزیک، در و می کند ممکن را محاسبه کار این کنیم. تبدیل خطی عملگرهای یا ماتریس ها

می سازد. فراهم متقارن تبدیل های و مشاهده پذیرها حالت ها، با مستقیم

S۳ گروه و متساوی الاضلاع مثلث تقارن گروه — تکمیلی مثال

تقارن های و است بازتاب یک یا دوران یک یا آن تقارن هر دارد. رأس سه متساوی الاضلاع مثلث یک
است. هم ریخت S۳ با مثلث تقارن گروه بنابراین دارند. عنصر ۶ دقیقاً آن

یک مؤلفۀ سه p ∈ S۳ هر بگیرید. نظر در را جایگشتی نمایش V = C۳ برداری فضای روی حال
بردار می کند. جابه جا را (x۱, x۲, x۳) بردار

(۱, ۱, ۱)
یک بعدی زیر فضای پس می ماند؛ ثابت جایگشت ها همۀ تحت
Vsing = Span{(۱, ۱, ۱)}

زیر فضای دیگر، سوی از ناورداست.
V۲ = {(x۱, x۲, x۳) ∈ C۳ | x۱ + x۲ + x۳ = ۰}

نتیجه در ناورداست. نیز
C۳ = Vsing ⊕ V۲
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تحویل ناپذیر دوبعدی نمایش یک به علاوۀ یک بعدی نمایش یک به سه بعدی جایگشتی نمایش و
می شود: تجزیه

Dperm ' D(۱) ⊕D(۲).

می آید: دست به جایگشت ثابت نقاط تعداد به توجه با جایگشتی نمایش کاراکتر

χ(e) = ۳, χ(ترانسپوزیشن (تبدیلِ = ۱, χ(سه تایی (چرخۀ = ۰.

یک به می توان را «تقارن که است جمله این فهم برای اولیه نمونه های بهترین از یکی مثال این
کرد». تبدیل ناوردا فضاهای دربارۀ جبری مسئلۀ

فیزیک با پیوند

فضاهای به معمولاً آن حالت فضای باشد، متقارن تقارن ها از گروهی تحت فیزیکی سیستم یک اگر
نمایش های کردن پیدا به زیادی حد تا بنابراین، تقارن، مسئلۀ حل می شود. تقسیم ناوردایی
تکانۀ تحلیل در ایده همین کوانتومی، مکانیک در می یابد. کاهش آن ها چندگانگی و تحویل ناپذیر

می شود. تکرار بارها چندذره ای حالت های و اسپین زاویه ای،

همۀ از را F[X] رسمی برداری فضای می توان باشد، نداشته برداری فضای ساختار ذاتاً X مجموعۀ اگر
ساخت: X عناصر صوری خطی ∑ترکیب های

i

cixi, ci ∈ F,

خود که است زمانی آن مهم حالت داد. ارتقا F[X] روی خطی نمایش یک به را X روی گروه عمل سپس و
شد. خواهد ظاهر ادامه در منظم نمایش که است جایی همان این باشد؛ X = G

هم ارز نمایش های 1.7

خطی نگاشت اگر می نامیم هم ارز را آن ها باشند. G از نمایش دو V ′ روی D′ و V روی D کنید فرض
که به طوری باشد داشته وجود S : V → V ′ وارون پذیری

D′(g) = SD(g)S−۱, ∀g ∈ G. (۳۲ .۱)

هستند. ناهم ارز نمایش ها باشد، نداشته وجود Sای چنین اگر

پایه تغییر تعبیر

رابطۀ
D′(g) = SD(g)S−۱

دقیقاً این واحدند. خطی ساختار یک از متفاوت توصیف دو صرفاً هم ارز نمایش دو می گوید
ساختار اما می شوند، عوض ماتریس ها است: خطی جبر در پایه تغییر یا مختصات تغییر مشابه

نمی شود. عوض نمایش ذاتی
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متعامد و یکانی حالت های 1.8

حقیقی حالت در متقارن داخلی ضرب یا مختلط حالت در هرمیتی داخلی ضرب دارای V فضای کنید فرض
هرگاه می نامیم متعامد حقیقی حالت در یا یکانی را D نمایش باشد.

(D(g)x,D(g)y) = (x, y), ∀g ∈ G, x, y ∈ V. (۳۳ .۱)

گروه های نیز و متناهی گروه های تمام برای می شوند. مشخص UR نماد با معمولاً یکانی نمایش های
گروه است. هم ارز یکانی نمایش یک با داخلی ضرب از مناسب انتخاب یک با نمایش هر فشرده، پیوستۀ

نیست. برقرار عمومی به طور نتیجه ای چنین آن در که است مهمی نمونۀ SO(۳, ۱) لورنتس
است؟ طبیعی کوانتومی مکانیک در یکانی بودن چرا

می شود: حفظ حالت هنجار نتیجه در و داخلی ضرب باشد، یکانی D(g) اگر

‖D(g)ψ‖۲ = ‖ψ‖۲.

باقی دست نخورده فیزیکی تقارن های تحت کوانتومی حالت های نرمال سازی و احتمال ازاین رو
می ماند.

نمایش یک ماتریس های 1.9

نوشت می توان g ∈ G هر برای می کنیم. انتخاب V در {ej} پایه ای متناهی بعد، نمایش های برای

D(g)ej = Dk
j(g)ek, (۳۴ .۱)

به g هر برای n × n ماتریس یک بنابراین می شود. گرفته نظر در k تکراری شاخص روی جمع آن در که
می آید. دست

می دهند: بازتاب زیر شکل به را گروه قوانین نمایش ماتریس های

Dj
k(g۱g۲) = Dj

l(g۱)D
l
k(g۲),

Dj
k(e) = δjk,

D(g−۱) = D(g)−۱. (۳۵ .۱)

می شود: دچار زیر تشابهی تبدیل به نمایش ماتریس شود، عوض S وارون پذیر ماتریس با پایه اگر

D′(g) = SD(g)S−۱. (۳۷ .۱)

یا یکانی ترتیب به نیز نمایش ماتریس های باشد، متعامد حقیقی یا یکانی نمایش و باشد متعامد پایه اگر
بود. خواهند متعامد
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دوبعدی دوران نمایش — ۳٫۱ مثال

ماتریس با می توان را SO(۲) از θ زاویه ای عنصر

D(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
رابطۀ داد. نمایش

D(θ۱)D(θ۲) = D(θ۱ + θ۲)

حقیقی نمایش یک از ساده نمونۀ یک این می دهد. بازتاب را صفحه دوران های گروه قانون دقیقاً
است. متعامد) نتیجه در (و یکانی و

نمایش ها روی عمل چند 1.10

ساخت: جدیدی نمایش های می توان D(g) نمایش یک از

پادهم نهشت: نمایش g 7→
(
D(g)T

)−۱
= D(g−۱)T , (۱ .۱)

الحاقی: نمایش g 7→
(
D(g)†

)−۱
= D(g−۱)†, (۲ .۱)

مختلط: مزدوج نمایش g 7→ D(g)∗. (۳۸ .۱)

نمایش باشد، یکانی نمایش D(g)یک اگر است. پادهم نهشت نمایش مختلطِ مزدوج الحاقی کلی حالت در
D(g)حقیقی اگر می شود. یکی مختلط مزدوج نمایش با پادهم نهشت نمایش و است نمایش خود الحاقی

است. پادهم نهشت خود نمایش باشد، متعامد و

نمایش ها حاصل ضرب و جمع 1.10.1

مستقیم جمع باشند، نمایش دو V۲ روی D۲ و V۱ روی D۱ اگر
D = D۱ ⊕D۲

با V = V۱ ⊕ V۲ روی
x = x۱ + x۲, D(g)x = D۱(g)x۱ +D۲(g)x۲ (۳۹ .۱)

است. ابعاد مجموع برابر مستقیم جمع بعد می شود. تعریف
می شود: تعریف نیز تنسوری فضای روی نمایش ها مستقیم حاصل ضرب
D(g)(x⊗ y) = D۱(g)x⊗D۲(g)y, (۴۰ .۱)

نمایش های را D۲ و D۱ بعدها اگر می شود. داده بسط عمومی بردارهای به خطی بودن با سپس و
بود. خواهد گوردان ــ کلش مسئلۀ پایۀ ساختار همین بگیریم، غیرقابل تحویل

نمایش یک کاراکتر 1.11
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کاراکتر
می شود: تعریف نمایش ماتریس رد با که است گروه روی تابعی D نمایش کاراکتر

χ(D)(g) = TrD(g). (۴۱ .۱)

ثابت مزدوج سازی تحت همچنین است. پایه از مستقل کاراکتر تشابهی، تبدیل تحت رد ناوردایی دلیل به
می ماند:

χ(D)(g′gg′−۱) = χ(D)(g). (۴۲ .۱)
دارد. ثابتی مقدار مزدوج کلاس هر روی یعنی است؛ کلاسی تابع یک کاراکتر بنابراین

یکانی: نمایش برای
χ(g−۱) = χ(g)∗.

حاصل ضرب: و جمع برای
χ(D۱⊕D۲)(g) = χ(D۱)(g) + χ(D۲)(g),

χ(D۱×D۲)(g) = χ(D۱)(g)χ(D۲)(g). (۴۳ .۱)

است؟ نیرومند ابزار یک کاراکتر چرا

نمایش های برای فشردگی، این وجود با اما می کند، فشرده را ماتریس یک اطلاعات کاراکتر
نمایش تشخیص برای نیاز مورد اطلاعات تمام تقریباً می تواند متناهی گروه های غیرقابل تحویل
گروه نظریۀ در کاراکتری جدول های اهمیت اصلی دلایل از یکی این دارد. نگه خود در را هم ارزی تا

است. فیزیکی

تحویل پذیری عدم و تحویل پذیری ناوردا، زیر فضاهای 1.12

ناوردا زیر فضای
اگر می نامیم ناوردا را V۱ ⊆ V زیر فضای باشد. V روی G نمایش D کنید فرض

x ∈ V۱, g ∈ G =⇒ D(g)x ∈ V۱. (۴۴ .۱)

ناوردای زیر فضای هیچ اگر است. تحویل پذیر نمایش باشد، داشته وجود بدیهی غیر ناوردای زیر فضای اگر
تحویل ناپذیر هم و یکانی هم نمایش اگر است. irrep یا تحویل ناپذیر نمایش باشد، نداشته وجود بدیهی غیر

می نامیم. UIR را آن باشد،
کرد تکمیل V۲ مانند دیگری ناوردای زیر فضای با را V۱ می توان آیا می پرسیم باشد، تحویل پذیر نمایش اگر

به طوری که
V = V۱ ⊕ V۲.

می نامیم. تجزیه ناپذیر اما تحویل پذیر صورت این غیر در و تجزیه قابل را نمایش باشد چنین اگر
می انجامد: بالامثلثی بلوکی ساختار به تحویل پذیر حالت مناسب، پایۀ در

D(g) =

(
D۱(g) B(g)

۰ D۲(g)

)
. (۴۵ .۱)
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نمایش نباشد، ممکن کاری چنین اگر است. تجزیه قابل نمایش B(g)باشد، = ۰ که یافت پایه ای بتوان اگر
است. تجزیه ناپذیر ولی تحویل پذیر

متمم باشد، ناوردا V۱ اگر زیرا می انجامد؛ تجزیه پذیری به همیشه تحویل پذیری یکانی، نمایش های برای
را یکانی نمایش هر فشرده، پیوستۀ گروه های و متناهی گروه های برای پس ناورداست. نیز آن متعامد

کرد. تجزیه تحویل ناپذیر یکانیِ نمایش های مستقیم جمع به می توان

فیزیکی تفسیر

تحول های شود، تجزیه مستقل ناوردای زیر فضاهای به کوانتومی سیستم یک حالت فضای اگر
نمایش های بنابراین ببرند. دیگر زیر فضای به زیر فضا یک از را حالت نمی توانند گروهی تقارن از ناشی

دانست. تقارن ساختار بنیادی» «بلوک های می توان را تحویل ناپذیر

شُور ایسای — تاریخی یادداشت

قضیه ای با او نام داشت. بنیادی نقش متناهی گروه های نمایش نظریۀ شکل گیری در شُور ایسای
کاملاً باید یا بینابینی عملگر یک تحویل ناپذیر، نمایش های در می دهد نشان که است خورده گره
کند. مرتبط یکدیگر به را نمایش دو که باشد داشته خود در ساختاری اطلاعات آن قدر یا باشد صفر
جابه جا تقارن گروه یک تبدیل های تمام با که کمیت هایی تحلیل برای به ویژه نتیجه این فیزیک، در

دارد. اهمیت می شوند

کاربردها و اثبات شُور: قضیۀ 1.13

شُور قضیۀ
خطی عملگر و باشند G از مختلط تحویل ناپذیر نمایش دو V ′ روی D′ و V روی D کنید فرض

بینابینی رابطۀ T : V → V ′

TD(g) = D′(g)T, ∀g ∈ G (۴۶ .۱)

می دهد: رخ حالت دو از یکی آنگاه کند. برقرار را
T؛ = ۰ و ناهم ارزند D′ و D .۱

هم ارزند. D′ و D نتیجه در و است وارون پذیر T یا .۲

(1.47)

اثبات 1.13.1

کنید: تعریف را T تصویر و هسته فضای

N(T ) = {x ∈ V | Tx = ۰}, R(T ) = T (V ) ⊆ V ′. (۴۸ .۱)
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و D چون ناورداست. D′ به نسبت R(T ) و ناوردا D به نسبت N(T ) که می شود نتیجه بینابینی رابطۀ از
بنابراین دانست؛ V کل و صفر از غیر مناسبی فضای را N(T ) نمی توان ،T 6= ۰ اگر تحویل ناپذیرند، D′

N(T ) = {۰},

ترتیب همین به است. یک به یک T پس
R(T ) = V ′,

هم ارزند. نمایش دو و است وارون پذیر T بنابراین پوشاست. T پس

جابه جا شونده عملگرهای مهم: نتیجۀ 1.13.2

صورت به شُور شرط باشد، D′ = D و V ′ = V اگر

TD(g) = D(g)T, ∀g ∈ G (۵۰ .۱)

از مضربی باید شود، جابه جا D(g)ها همۀ با که عملگری هر آنگاه باشد، تحویل ناپذیر D اگر درمی آید.
باشد: همانی عملگر

TD(g) = D(g)T ∀g =⇒ T = λ۱. (۵۱ .۱)

مضرب های می شوند جابه جا D(g)ها تمام با که عملگرهایی تنها اگر است: برقرار نیز نتیجه این عکس
است. تحویل ناپذیر نمایش آنگاه باشند، همانی

شُور قضیۀ اهمیت — ۴٫۱ مثال

یک و باشد تحویل ناپذیر نمایش دارای تقارن گروه یک تحت کوانتومی سامانۀ یک کنید فرض
نمایش یک فضای در شُور، قضیۀ طبق شود. جابه جا تقارن عملگرهای همۀ با A مشاهده پذیر

باید بلکه باشد؛ داشته پیچیده ای ساختار نمی تواند A تحویل ناپذیر،

A = λ۱

کمیت تقارن»، بنیادیِ «بخش یک در که است شهود این از دقیقی ریاضی نسخۀ نتیجه این باشد.
کند. متمایز یکدیگر از trivialغیر شکل به را حالت ها نمی تواند گروهی ناوردای کاملاً

کامل تجزیۀ یکتایی 1.13.3

باشد: شده تجزیه تحویل ناپذیر نمایش های به مختلف راه دو در متناهی بعدی نمایش یک کنید فرض

V =
⊕
ρ

Lρ, V =
⊕
σ

Mσ. (۵۲ .۱)

می نویسیم: Mσ فضاهای در آن مؤلفه های برحسب یکتا صورت به را xρ ∈ Lρ بردار هر

xρ =
∑
σ

yσ, yσ ∈Mσ. (۵۳ .۱)

با را Tσρ : Lρ →Mσ نگاشت (σ, ρ) زوج هر برای

Tσρxρ = yσ (۵۴ .۱)
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که می دهد نشان تجزیه دو ناوردایی می کنیم. تعریف

TσρD
(ρ)(g) = D(σ)(g)Tσρ. (۵۶ .۱)

شُور: قضیۀ با پس
Tσρ = ۰ D(ρ)اگر و D(σ)باشند ناهم ارز ,

باشند. هم ارز باید نمایش دو باشد، Tσρ 6= ۰ اگر و
انجام چگونگی از مستقل نوع، هر تکرار تعداد نیز و تجزیه در حاضر تحویل ناپذیر نمایش های نوع نتیجه در

باشد. دلخواه می تواند نمایش یک هم ارزِ نسخه های برای مجزا زیر فضاهای انتخاب تنها است. تجزیه

مهم مفهومی نکتۀ یک

است، یکتا که چیزی است. یکتا منفرد» زیر فضای «هر یا «پایه» که نمی گوید تجزیه یکتایی قضیۀ
است. هم ارزی تا نوع، هر ظهور چندگانگی و تحویل ناپذیر نمایش های انواع مجموعۀ

متعامد روابط 1.14

یک f(g) کنید فرض می کند. ارائه را متناهی گروه های نمایش نظریۀ اساسی ابزارهای از یکی بخش این
می کنیم: تعریف را آن میانگین باشد. G متناهی گروه روی مختلط تابع

M(f) =
۱

|G|
∑
g∈G

f(g). (۶۱ .۱)

است: وارون سازی و انتقال به نسبت ناوردایی و نرمال سازی نامنفی بودن، خطی، ویژگی های دارای عمل این

M(f۱ + f۲) =M(f۱) +M(f۲), M(λf) = λM(f),

f ≥ ۰ =⇒M(f) ≥ ۰, M(۱) = ۱,
ثابت: g۰ برای و

Mgf(g) =Mgf(g۰g) =Mgf(gg۰) =Mgf(g
−۱). (۶۲ .۱)

دلخواه خطی نگاشت یک و بگیرید نظر در را V ′ روی D′ و V روی D تحویل ناپذیر نمایش دو اکنون
میانگین کنید. تعریف S : V → V ′

TS =Mg

(
D′(g−۱)SD(g)

)
(۶۳ .۱)

داریم میانگین ناوردایی از استفاده با و است V → V ′ خطی نگاشت یک

D′(g)TS = TSD(g). (۶۴ .۱)

شُور: طبق پس
D′ 6' D =⇒ TS = ۰,

آن گاه ،D′ ' D اگر و

TS = λ(S)۱. (۶۵ .۱)
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پایه: هر در ناهم ارز، نمایش های برای

Mg

(
D

(α)
j′k′(g

−۱)D(β)
jk (g)

)
= ۰. (۶۶ .۱)

یکانی: حالت در

Mg

(
D

(α)
j′k′(g)

∗D
(β)
jk (g)

)
= ۰. (۶۷ .۱)

می آید: دست به ماتریسی تعامد روابط معروف نتیجۀ واحد، نمایش یک حالت در و هم ارز نمایش های برای

Mg (Djk(g)
∗Dlm(g)) =

δjlδkm
dimV

. (۷۰ .۱)

تعامد روابط و L۲(G) فضای 1.14.1

گرفت نظر در L۲(G) متناهی بعدی هیلبرت فضای صورت به می توان را G روی مختلط توابع همۀ فضای
کرد: تعریف چنین را داخلی ضرب و

(f۱, f۲) =Mg (f۱(g)
∗f۲(g)) . (۷۱ .۱)

آنگاه دهیم، نشان Nα با را ابعادشان و α, β, . . . اندیس های با را تحویل ناپذیر یکانی نمایش های )اگر
D

(α)
jk (·), D(β)

lm (·)
)
=
δαβδjlδkm

Nα

. (۷۲ .۱)

نتیجه و شود بیشتر L۲(G) فضای بعد از نمی تواند متعامد مستقل ماتریسی مؤلفه های تعداد بنابراین
∑می شود:

α

N۲
α ≤ |G|. (۷۳ .۱)

قطری: شاخص های روی جمع با کاراکترها، )برای
χ(α), χ(β)

)
= δαβ. (۷۴ .۱)

می گیریم: نتیجه کلاسی اند، توابع کاراکترها که آنجا از

گروه. مزدوج کلاس های تعداد ≤ ناهم ارز تحویل ناپذیرِ نمایش های تعداد

(1.75)

آنگاه باشد، να چندگانگی با D(α) نمایش شامل D عمومی یکانی نمایش اگر

χ(g) =
∑
α

ναχ
(α)(g),

و

να = (χ(α), χ), (χ, χ) =
∑
α

ν۲
α ≥ ۱. (۷۶ .۱)

یکانی: نمایش برای پس
(χ, χ) = ۱

باشد. تحویل ناپذیر نمایش که است برقرار هنگامی دقیقاً یکانی، نمایش یک در

۲۲



۱ نمایش هافصل و گروه نظریۀ مبانی — گروه نظریۀ

می کند؟ آشکار را چندگانگی کاراکتر، چگونه

دقیقاً تحویل ناپذیر نمایش هر کاراکتر با آن داخلی ضرب باشیم، داشته را کلی نمایش کاراکتر اگر
ساختار کاربردهای زیباترین از یکی این می دهد. را کامل تجزیۀ در نمایش آن ظهور دفعات تعداد

است. گروه نظریۀ در هیلبرت

گروه منظم نمایش های 1.15

نمایش که می شوند تعریف آن روی طبیعی نمایش دو دارد. |G| بعد L۲(G) فضای ،G متناهی گروه برای
داریم: f تابع روی دارند. نام راست و چپ منظم

(Lg′f)(g) = f(g′−۱g), (Rg′f)(g) = f(gg′). (۷۷ .۱)

می شوند: جابه جا یکدیگر با و یکانی اند نمایش دو این

Lg۱Lg۲ = Lg۱g۲ , Rg۱Rg۲ = Rg۱g۲ , Lg۱Rg۲ = Rg۲Lg۱ . (۷۸ .۱)

بنویسیم، دیراک نماد با را دلتا پایۀ اگر

f(g) = 〈g | f〉, 〈g′ | g〉 = δg′g, (۷۹ .۱)

آنگاه

Lg′ |g〉 = |g′g〉, Rg′ |g〉 = |gg′−۱〉. (۸۰ .۱)

با است برابر منظم نمایش دو هر کاراکتر

χ(left)(g) = TrLg = χ(right)(g) = TrRg = |G|δg,e. (۸۱ .۱)

در نمایش این که می شود نتیجه چندگانگی فرمول از باشد، Nα بعد با تحویل ناپذیر نمایش یک D(α) اگر
می شود: ظاهر بار Nα

دقیقاً منظم نمایش های از یک هر

να = Nα. (۸۲ .۱)

معروف: رابطۀ ∑بنابراین
α

N۲
α = |G| (۸۳ .۱)

می آید. به دست
ماتریسی عناصر نرمال شدۀ مجموعۀ تعامد، روابط }از

N ۱/۲
α D

(α)
jk (g)

}
داد: بسط یکتا صورت به می توان را f(g) تابع هر نتیجه در است. L۲(G) برای متعامد پایۀ یک

f(g) =
∑
α,j,k

N ۱/۲
α D

(α)
jk (g)f

(α)
jk , (۸۴ .۱)
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آن در که
f
(α)
jk = N ۱/۲

α

(
D

(α)
jk , f

)
.

پارسوال: رابطۀ هم ارز همچنین
۱

|G|
∑
g

|f(g)|۲ =
∑
α,j,k

|f (α)
jk |۲.

یعنی باشد، کلاسی تابع یک f اگر

f(g′gg′−۱) = f(g) ∀g, g′,

است: تحویل ناپذیر نمایش های کاراکترهای برحسب فقط آن بسط آن گاه

f(g) =
∑
α

fαχ
(α)(g), fα = (χ(α), f). (۸۵ .۱)

می یابد: ارتقا برابری به (۷۵ .۱) کران نتیجه در

ناهم ارز تحویل ناپذیرِ نمایش های تعداد = مزدوج کلاس های تعداد . (۸۶ .۱)

متناهی گروه های برای بنیادی نتیجۀ

نمایش های ابعاد گروه، مرتبۀ می خورند: پیوند یکدیگر به بنیادی عدد سه متناهی گروه یک برای
روابط مزدوج. کلاس های تعداد و ∑تحویل ناپذیر

α

N۲
α = |G|

و
#{irreps} = #{classes conjugacy}

هستند. گروه نمایش های ساختار یافتن برای اصلی ابزارهای از

تحویل ناپذیر نمایش های مستقیم حاصل ضرب و مختلط مزدوج 1.16

است. یکانی و تحویل ناپذیر ∗D(α)نیز مختلط مزدوج نمایش باشد، یکانی تحویل ناپذیر نمایش D(α)یک اگر
داریم: کاراکتر برای

χ(α)(g)∗ = χ(α)∗(g).

ممکن نباشد، حقیقی همیشه کاراکتر اگر هم ارزند؛ یکدیگر با مزدوج نمایش دو باشد، حقیقی کاراکتر اگر
باشند. ناهم ارز نمایش دو است

که یافت یکانی Cی بتوان ماتریس ها بودن هم ارز حالت در اگر

D(α)(g)∗ = CD(α)(g)C−۱, C†C = ۱, CT = λC, λ = ±۱, (۸۸ .۱)

که یافت پایه ای می توان λ = +۱ حالت در مختلط. و شبه حقیقی حقیقی، می شود: پدیدار کیفی حالت سه
نمی توان اما است، هم ارز خود مختلط مزدوج با نمایش λ = −۱ حالت در شوند. حقیقی ماتریس ها همۀ

کرد. حقیقی پایه یک در هم زمان را ماتریس ها همۀ
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گوردان ـ کلش مسئلۀ 1.16.1

بعد با یکانی نمایش یک مستقیم حاصل ضرب ،D(β) و D(α) تحویل ناپذیر نمایش دو برای
NαNβ

آن کاراکتر و است
χ(g) = χ(α)(g)χ(β)(g) (۸۹ .۱)

صورت به آن کامل تجزیۀ است.
D(α) ×D(β) =

⊕
γ

ναβ,γD
(γ), ναβ,γ ∈ Z≥۰ (۹۰ .۱)

رابطۀ از چندگانگی ها و بود خواهد
ναβ,γ =

(
χ(γ), χ(α)χ(β)

)
(۹۱ .۱)

می آیند. دست به
این به را مستقیم حاصل ضرب که پایه ای تغییر می نامیم. گوردان ـ کلش سری را راست سمت سری

وابسته اند. پایه انتخاب به ضرایب این و می شود انجام گوردان ـ کلش ضرایب با می برد، بلوکی ساختار
به مزدوج کلاس یک گروه عنصر هر و است یک بعدی تحویل ناپذیر یکانی نمایش هر آبلی، گروه یک برای
غیرآبلی گروه در می نامیم. «کاراکتر» معمولاً را تحویل ناپذیر یکانی نمایش های حالت این در است؛ تنهایی

چندبعدی اند. تحویل ناپذیر نمایش های از برخی دست کم
کوانتومی چشم انداز

کار به سیستم دو ترکیب یا آزادی درجات ترکیب برای تانسوری حاصل ضرب کوانتومی، مکانیک در
بلکه نیست؛ مجرد جبر مسئلۀ یک تنها نمایش دو حاصل ضرب تجزیۀ مسئلۀ بنابراین می رود.

است. مرتبط چندذره ای ساختار و اسپین زاویه ای، تکانه های ترکیب با مستقیماً

گروه جبر 1.17

گروه عناصر صوری خطی ترکیب های تمام مجموعۀ باشد. میدان یک F و متناهی گروه یک G کنید فرض
صورت به را

F[G] =

{∑
i

aixi

∣∣∣∣∣ ai ∈ F, xi ∈ G

}
(۹۲ .۱)

بگیرید. نظر در
نگریست: می توان دیدگاه چند از را مجموعه این

زیربنایی فضای همان این طبیعی اند. اسکالر ضرب و جمع F؛ روی برداری فضای یک عنوان به .۱
است. منظم نمایش

eG عنصر و می کنیم ضرب هم در گروه قانون از استفاده با را عناصر یکه دار؛ حلقۀ یک عنوان به .۲
غیرآبلی G اگر است؛ جابجایی پذیر حلقه ای نیز F[G] باشد، آبلی G اگر دارد. را ضربی واحد نقش

نیست. جابجایی پذیر معمولاً باشد،
شده تعریف نیز F عناصر توسط اسکالر ضرب حلقه، ساختار بر علاوه F؛ روی جبر یک عنوان به .۳

است.
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گروه جبر و گروه نمایش 1.18

و باشد V فضای روی G از خطی نمایش یک D(g) اگر

a =
∑
i

aixi ∈ F[G],

کرد: تعریف خطی بودن با را v ∈ V بر a عمل می توان

a · v =

(∑
i

aixi

)
· v 7→

∑
i

aiD(xi)v =
∑
i

aivi ∈ V, (۹۳ .۱)

است. vi = D(xi)v آن در که
گرفت نظر در برداری فضای تعمیم می توان را مدول است. F[G] حلقۀ روی مدول یک جدید، ساختار این

است. شده داده قرار حلقه یک اسکالرها، میدان جای به آن در که
است، متناظر زیرمدول به ناوردا زیر فضای می شوند: بیان دوباره نمایش نظریۀ مفاهیم مدول ها، زبان در

آن. مانند و است متناظر تحویل ناپذیر یا ساده زیرمدول یک به تحویل ناپذیر نمایش
گروه جبر در ایدمپوتان عناصر جست وجوی به زیرمدول ها ساخت که است آن دیدگاه این مهم مزیت یک

که a مانند عناصری یعنی می شود؛ مربوط
a۲ = a

تحویل ناپذیرتر، زیرمدول های یافتن برای باشند. c ∈ F برای a۲ = ca مقیاس پذیر، تعمیم صورت در یا
متعامد ایدمپوتان دو جمع صورت به نمی توانند که آن هایی یعنی دارند؛ اهمیت اولیه ایدمپوتان های

اگر می نامیم متعامد را b و a ایدمپوتان دو شوند. شکسته

ab = ba = ۰.

ادامۀ در آمد. خواهند کار به ،Sn تحویل ناپذیر نمایش های مطالعۀ در به ویژه بعد، فصل های در ابزارها این
بود. خواهد C عمدتاً نظر مورد میدان کتاب

می کنیم؟ معرفی کارشناسی درس یک در را گروه جبر چرا

پیام یک مفهومی نظر از اما برسد، نظر به پیشرفته موضوعی اول نگاه در گروه جبر است ممکن
تقارن ها آن از می دهد اجازه گروه جبر که حالی در می کند، فراهم را تقارن اطلاعات گروه دارد: مهم
نظریۀ در زبان این کنیم. مطالعه واحد جبری ساختار یک مانند را آن ها و بسازیم خطی ترکیب های

است. طبیعی بسیار ریاضی فیزیک و کوانتومی مکانیک نمایش،

فصل مفهومی خلاصۀ

نمایش تا گروه از

کرد: خلاصه زیر زنجیرۀ در می توان را فصل اصلی مسیر
گروه عمل −→ خارج قسمت گروه و هم ریختی −→ مزدوج کلاس و زیرگروه −→ گروه

شُور قضیۀ −→ تحویل ناپذیر نمایش −→ کاراکتر −→ خطی نمایش
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کلاس های تعداد که می دهند نشان نهایت در منظم نمایش های و تعامد روابط متناهی، گروه برای
و است برابر ناهم ارز تحویل ناپذیر نمایش های تعداد با ∑مزدوج

α

N۲
α = |G|.

متناهی اند. گروه های نمایش نظریۀ فقرات ستون نتیجه دو این

مسائل

۱٫۱ مسئلۀ

را چپ معکوس و چپ همانی عضو وجود فقط و باشد شرکت پذیر گروه ترکیب قانون کنید فرض
بدانیم:

a؛ همۀ برای ea = a که باشد چنان e یکتای عضو .۱
.a−۱a = e که باشد چنان a−۱ یکتای عضو ،a هر برای .۲

تعریف (iv) و (iii) بخش های یعنی دوطرفه، معکوس و دوطرفه همانی خواص که دهید نشان
می شوند. نتیجه گروه،

۲٫۱ مسئلۀ

ندارد. وجود نابدیهی زیرگروه هیچ که دهید نشان اول، مرتبۀ با متناهی گروه یک برای

۳٫۱ مسئلۀ

Q جابه جایی گر زیرگروه که دهید نشان باشد، آبلی G/H و باشد G از نرمال زیرگروهی H اگر
است. H از زیرگروهی

۴٫۱ مسئلۀ

نگاشت دهید نشان است. آبلی ،x 7→ x+ a حقیقی، بعد یک در انتقال ها گروه

a 7−→
(۱ a

۰ ۱
)

یا تجزیه پذیر نیز و تحویل ناپذیر یا تحویل پذیر نمایش این که کنید مشخص و است نمایش یک
است. تجزیه ناپذیر
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برن ساید لم — ۵٫۱ مسئلۀ

دهید: نشان می کند، عمل X متناهی مجموعۀ روی که G متناهی گروه یک برای
مزدوج اند: آن ها پایداری گروه های باشند، مدار یک روی x, y ∈ X اگر .۱

H(y) = gH(x)g−۱

مناسب. g ∈ G یک برای
جانبی کلاس های فضای و Orb(x) مدار بین طبیعی دوسویی تناظر یک x ∈ X هر برای .۲

نتیجه در دارد؛ وجود G/H(x)

|Orb(x)| = |G/H(x)|.

با است برابر مدارها تعداد شود، تقسیم مجزا مدارهای به X اگر .۳

۱
|G|

∑
g∈G

|Xg|

است. برن ساید لم همان که

فیزیک دانشجوی برای مطالعه راهنمای

باشید بلد واقعاً باید آنچه

دهد: توضیح تعریف ها طوطی وار حفظ بدون بتواند باید دانشجو فصل، این مطالعۀ از پس
گروه اند؛ SO(۳) و (Z,+) مانند مثال هایی چرا و چیست دقیقاً گروه یک .۱

دارند؛ تفاوتی چه خارج قسمت گروه و نرمال زیرگروه مزدوج، کلاس زیرگروه، .۲
است؛ نرمال زیرگروه یک آن هستۀ چرا و می کند حفظ را اطلاعاتی چه هم ریختی .۳

می شود؛ تبدیل خطی نمایش به چگونه گروه عمل .۴
ساختارند؛ یک مختلف توصیف های فقط چرا هم ارز نمایش های .۵

چیست؛ تجزیه ناپذیر و تجزیه پذیر تحویل ناپذیر، تحویل پذیر، نمایش تفاوت .۶
است؛ وابسته مزدوج کلاس به فقط چرا و چیست کاراکتر .۷

است؛ مهم کوانتومی فیزیک در چرا و می گوید چه شُور قضیۀ .۸
می شود؛ استفاده نمایش ها چندگانگی یافتن برای تعامد روابط از چگونه .۹

متناهی گروه برای چرا نهایت در و .۱۰∑
α

N۲
α = |G|
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است.

پیشنهادی منابع
• H. Boerner, Representations of Groups with Special Consideration for the Needs of

Modern Physics.

• M. Hamermesh, Group Theory and Its Application to Physical Problems.

• L. Jansen and M. Boon, Theory of Finite Groups: Applications in Physics.

• H. Weyl, The Theory of Groups and Quantum Mechanics.

• E. P. Wigner, Group Theory and Its Application to the Quantum Mechanics of Atomic
Spectra.

۲۹


	مبانی نظریهٔ گروه و نظریهٔ نمایش
	تعریف گروه
	چند مثال
	عملیات درون یک گروه
	مزدوج‌سازی و کلاس‌های مزدوج
	زیرگروه‌ها
	زیرگروه مزدوج
	کلاس‌های جانبی
	گروه خارج‌قسمت
	مرکز و جابه‌جایی‌گر
	خودریختی‌ها

	عملیات و روابط میان گروه‌ها
	هم‌ریختی
	حاصل‌ضرب مستقیم
	حاصل‌ضرب نیمه‌مستقیم

	عمل‌های گروه و نمایش‌ها
	عمل گروه روی یک مجموعه

	نمایش‌های گروه
	نمایش‌های هم‌ارز
	حالت‌های یکانی و متعامد
	ماتریس‌های یک نمایش
	چند عمل روی نمایش‌ها
	جمع و حاصل‌ضرب نمایش‌ها

	کاراکتر یک نمایش
	زیر‌فضاهای ناوردا، تحویل‌پذیری و عدم تحویل‌پذیری
	قضیهٔ شُور: اثبات و کاربردها
	اثبات
	نتیجهٔ مهم: عملگرهای جابه‌جا‌شونده
	یکتایی تجزیهٔ کامل

	روابط متعامد
	فضای L2(G) و روابط تعامد

	نمایش‌های منظم گروه
	مزدوج مختلط و حاصل‌ضرب مستقیم نمایش‌های تحویل‌ناپذیر
	مسئلهٔ کلش ـ گوردان

	جبر گروه
	نمایش گروه و جبر گروه


